
Решения задач семинара по теме «Проверка статистических гипотез»

Задача 1. Вася, изучив статистичеcкие методы, сконструировал свой индекс политиче-
ских свобод. Случайным образом он выбрал 11 стран и выяснил, что среднее значение
индекса свобод для стран в выборке равно 5, а выборочная дисперсия (несмещенная оцен-
ка) равна 9.

a. Постройте 95%-ный доверительный интервал для среднего значения индекса поли-
тических свобод. Проинтерпретируйте его.

Решение. Общий вид доверительного интервала для среднего значения:

x̄− t∗ · s√
n
< a < x̄+ t∗ · s√

n

Найдем t∗ – значение t-статистики, соответствующее уровню доверия 0.95. Уровень
квантиля t-распределения, соответствующий уровню доверия 0.95, равен 0.975 (0.95 и
левый «хвост», см. памятку). Но одного уровня квантиля нам мало: для t-статистики
необходимо еще знать число степеней свободы распределения df . В случае построе-
ния доверительного интервала для среднего значения или проверки гипотезы о ра-
венстве среднего значения числу df = n− 1, где n – объем выборки. В нашем случае
df = 11− 1 = 10. Находим по таблице распределения Стьюдента t0.975,df=10 = 2.228.

Теперь у нас есть все необходимые значения: по условию x̄ = 5, n = 11, s =
√
s2 = 3.

Подставим в формулу:

5− 2.228 · 3√
11

< a < 5 + 2.228 · 3√
11

2.98 < a < 7.01

Получаем 95%-ный доверительный интервал примерно [3, 7]. Интерпретация: с уве-
ренностью 95% можно утверждать, что среднее значение индекса политических сво-
бод принадлежит интервалу от 3 до 7. Если мы будем независимо проводить ана-
логичные исследования на выборках одинакового размера много раз, в 95% случаев
доверительный интервал накроет истинное среднее значение индекса политических
свобод.

b. Можно ли считать, что среднее значение индекса свобод для всех стран в мире рав-
но 4? Сформулируйте подходящую статистическую гипотезу, которую необходимо
проверить для ответа на этот вопрос. Сформулируйте одностороннюю альтернатив-
ную гипотезу (направление выберите исходя из данных). Какой критерий мы будем
использовать для проверки гипотезы?

Решение. Нулевая гипотеза: H0 : a = 4. Альтернативная гипотеза: H1 : a > 4 (аль-
тернатива односторонняя, выбрали правостороннюю, так как выборочное среднее 5
больше 4, т.е. справа от 4).

Для проверки гипотезы о равенстве среднего значения числу используется критерий
Стьюдента для одной выборки (t-критерий).
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c. Представьте, что вам необходимо построить критическую область для значений ста-
тистики выбранного критерия. Постройте критическую область, считая, что:

– гипотеза проверяется на 10%-ном уровне значимости;
– гипотеза проверяется на 5%-ном уровне значимости;
– гипотеза проверяется на 1%-ном уровне значимости.

Решение. Критическая область – диапазон значений статистики критерия, при по-
падении в который нулевую гипотезу необходимо отвергнуть. То есть это своего
рода область редких, нетипичных значений статистики критерия в случае, если ну-
левая гипотеза верна. В случае t-распределения эти редкие значения находятся в
«хвостах» графика плотности распределения. Так как альтернатива правосторон-
няя, критическая область находится справа, поэтому нас интересует правый «хвост».
Уровень значимости – это значение площади под графиком плотности распределения
на участках, соответствующих критической области. Если гипотеза односторонняя,
это площадь одного «хвоста», правого или левого, если гипотеза двусторонняя – это
площадь двух «хвостов» (их площади одинаковы и равны α/2).

Критическая область при правосторонней альтернативе с уровнем значимости
α = 0.1:

tкрит = 1.372

α = 0.1

tкрит = t(0.90,df=10) = 1.372

Критическая область при правосторонней альтернативе с уровнем значимости
α = 0.05:

tкрит = 1.812

α = 0.05

tкрит = t(0.95,df=10) = 1.812

Критическая область при правосторонней альтернативе с уровнем значимости
α = 0.01:

tкрит = t(0.99,df=10) = 2.764

d. Наблюдаемое значение статистики критерия оказалось равным 1.11. Какой вывод,
касающийся нулевой гипотезы, можно сделать?

Решение. Выводы об отвержении/не отвержении нулевой гипотезы всегда делают-
ся на определенном уровне значимости, плюс, мы всегда подчеркиваем тот факт, что
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tкрит = 2.764

α = 0.01

вывод сделан на основе имеющихся данных. Во всех трех случаях (α = 0.1, α = 0.05,
α = 0.01) наблюдаемое значение t-статистики не попадает в критическую область:
1.11 меньше любого tкрит в задаче. Отсюда получаем статистический вывод: на имею-
щихся данных, на уровне значимости 10% (5% и 1%) у нас нет оснований отвергнуть
нулевую гипотезу в пользу правосторонней альтернативы. Содержательный вывод:
у нас есть основания считать, что истинное среднее значение индекса политических
свобод равно 4.

e. Представьте, что теперь эту задачу нам пришлось бы решать, используя p-value. Что
такое p-value в нашей конкретной задаче?

Решение. P-value – вероятность того, что наша нулевая гипотеза верна при усло-
вии имеющихся данных. То есть, вероятность того, что среднее значение индекса
политических свобод равно 4, принимая во внимание имеющуюся у Васи выборку из
значений индекса для 11 стран.

f. Запишите, как бы выглядело p-value в этом случае. Давайте найдем его, используя
R! Какой содержательный вывод, исходя из p-value, мы можем сделать (рассмотрите
все три уровня значимости, предложенные в задаче)?

Решение. p − value = P (t ≥ tнабл) = P (t ≥ 1.11) = 1 − P (t < 1.11) ≈ 1 − 0.2 = 0.8.
Значение P (t ≥ 1.11) посчитано в R с помощью функции dt(). Так как p−value = 0.8
больше любого уровня значимости в этой задаче (α = 0.1, α = 0.05, α = 0.01), на
имеющихся данных у нас нет оснований отвергнуть нулевую гипотезу о равенстве
среднего значения индекса 4. Пасхалочка: кто внимательно прочитает решения, и
перед семинаром завтра сдаст придуманную задачу, аналогичную данной, со всеми
пунктами, с полным ее решением, с пояснениями с графиками, получит бонус в
семинарскую активность. Оформить можно просто от руки, использовать редакторы
необязательно.

g. Можно ли проверить нулевую гипотезу используя доверительный интервал? Если
да, то как?

Решение. Можно. Нужно проверить, накрывает ли доверительный интервал зна-
чение параметра из гипотезы, или нет. Если накрывает, то гипотеза не отвергается,
если не накрывает – отвергается. В нашем случае 4 ∈ [3, 7], поэтому нет оснований
отвергнуть нулевую гипотезу на 5% уровне значимости (95%уровне доверия, так как
интервал строился для таого уровня доверия).

Задача 2. Студент проверял гипотезу о равенстве доли сторонников консервативной пар-
тии в стране К 0.56. Наблюдаемое значение z-статистики оказалось равным 1.72.

a. Постройте критическую область для статистики критерия, принимая уровень зна-
чимости равным: а) 5%. б) 10% (рассмотрите правостороннюю, левостороннюю и
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двустороннюю альтернативы). Есть ли основания отвергнуть нулевую гипотезу о
равенстве доли сторонников консервативной партии 0.56 на 5%-ном уровне значимо-
сти? А на 10%-ном уровне значимости?

Решение. Проверяем нулевую гипотезу H0 : p = 0.56. Статистика критерия, ис-
пользуемого для проверки гипотезы о равенстве доли числу, имеет z-распределение.

Правосторонняя альтернатива: H1 : p > 0.56.

a) α = 0.05

zкрит = z0.95 = 1.65

zнабл = 1.72 и zкрит = 1.65 (zнабл > zкрит). На уровне значимости 5% есть основания
отвергнуть нулевую гипотезу о равенстве доли сторонников консерваторов 0.56 в
пользу альтернативы. Доля сторонников консерваторов более 0.56.

б) α = 0.1

zкрит = z0.9 = 1.29

zнабл = 1.72 и zкрит = 1.29 (zнабл > zкрит). На уровне значимости 10% есть основания
отвергнуть нулевую гипотезу о равенстве доли сторонников консерваторов 0.56. Доля
сторонников консерваторов более 0.56.

Левосторонняя альтернатива: H1 : p < 0.56.

a) α = 0.05

zкрит = −z0.95 = −1.65

zнабл = −1.72 (берем с минусом) и zкрит = −1.65. (zнабл < zкрит). На уровне значимо-
сти 5% есть основания отвергнуть нулевую гипотезу о равенстве доли сторонников
консерваторов 0.56. Доля сторонников консерваторов менее 0.56.

б) α = 0.1

zкрит = −z0.9 = −1.29

zнабл = −1.72 (берем с минусом) и zкрит = −1.29. (zнабл < zкрит). На уровне значимо-
сти 10% есть основания отвергнуть нулевую гипотезу о равенстве доли сторонников
консерваторов 0.56. Доля сторонников консерваторов менее 0.56.

Двусторонняя альтернатива: H1 : p < 0.56.

a) α = 0.05

zкрит = z0.975 = 1.96

zнабл = 1.72 и zкрит = 1.96. (−zкрит < zнабл < zкрит). На уровне значимости 5% нет
оснований отвергнуть нулевую гипотезу о равенстве доли сторонников консерваторов
0.56. Доля сторонников консерваторов равна 0.56.

б) α = 0.1

zкрит = z0.95 = 1.65

zнабл = 1.72 и zкрит = 1.65. zнабл > zкрит). На уровне значимости 10% есть основания
отвергнуть нулевую гипотезу о равенстве доли сторонников консерваторов 0.56. Доля
сторонников консерваторов не равна 0.56.

b. Посчитайте p-value. Объясните, какой содержательный смысл имеет это значение, и
каким должно оно быть, чтобы гипотеза о равенстве доли сторонников консервато-
ров не отвергалась на 5%-ном уровне значимости.
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Решение. p − value = P (z ≥ zнабл) = P (z ≥ 1.72) = 1 − P (z < 1.72) = 1 − 0.9573 =
0.0427.

Это вероятность того, что нулевая гипотеза верна (доля сторонников консерваторов
действительно равна 0.56) при условии имеющихся данных. В данном случае на 5%
уровне значимости на имеющихся данных гипотеза отвергается. Чтобы на 5% уровне
значимости нулевая гипотеза не отвергалась, нужно, чтобы p-value было более 0.05.
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