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Дифференциальные уравнения 

Домашнее задание №2 

Сухненко Антон 

Задача 1. 

{
𝑥̇ = 𝑘𝑥 − 𝑎𝑥𝑦
𝑦̇ = −𝑙𝑦 + 𝑏𝑥𝑦

 

𝑎 = 0.5, 𝑏 = 4, 𝑘 = 4, 𝑙 = 0.5 

{
𝑥̇ = 4𝑥 − 0.5𝑥𝑦
𝑦̇ = −0.5𝑦 + 4𝑥𝑦

 

a. {
4𝑥 − 0.5𝑥𝑦 = 0
−0.5𝑦 + 4𝑥𝑦 = 0

<=> {
𝑥(8 − 𝑦) = 0
𝑦(8𝑥 − 1) = 0

<=>

[
 
 
 
 {
𝑥 = 0
𝑦 = 0

{
𝑥 =

1

8

𝑦 = 8

 

Ответ: 𝐴(0,0); 𝐵 (
1

8
, 8). 

b. Красным отмечены искомые изоклины. 

 
 

c. {
4𝑥 − 0.5𝑥𝑦 = с1
−0.5𝑦 + 4𝑥𝑦 = с2

𝑦 = 𝑘𝑥 + 𝑏
<=> {

4𝑥 − 0.5𝑥(𝑘𝑥 + 𝑏) = с1
−0.5(𝑘𝑥 + 𝑏) + 4𝑥(𝑘𝑥 + 𝑏) = с2

𝑦 = 𝑘𝑥 + 𝑏
<=>

{

−0.5𝑘𝑥2 + (4 − 0.5𝑏)𝑥 = с1
4𝑘𝑥2 + 𝑥(4𝑏 − 0.5𝑘) − 0.5𝑏 = с2

𝑦 = 𝑘𝑥 + 𝑏

 

с2
с1
=
4𝑘𝑥2 + 𝑥(4𝑏 − 0.5𝑘) − 0.5𝑏

−0.5𝑘𝑥2 + (4 − 0.5𝑏)𝑥
= 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, ∀𝑥 => {

4𝑘 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 ∗ (−0.5𝑘)
4𝑏 − 0.5𝑘 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 ∗ (4 − 0.5𝑏)

−0.5𝑏 = 0

  



{
𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 = −8
𝑘 = 64
𝑏 = 0

 

Т.е. искомая прямая: 𝑦 = 64𝑥. Примечательно, что она проходит через точки 𝐴(0,0); 𝐵 (
1

8
, 8). 

d. 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

−0.5𝑦+4𝑥𝑦

4𝑥−0.5𝑥𝑦
 

e.  
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=
𝑦(−0.5 + 4𝑥)

𝑥(4 − 0.5𝑦)
 

 

4 − 0.5𝑦

𝑦
𝑑𝑦 =

−0.5 + 4𝑥

𝑥
𝑑𝑥 

 

(−0.5 +
4

𝑦
) 𝑑𝑦 = (4 −

0.5

𝑥
) 𝑑𝑥 

 

∫(−0.5 +
4

𝑦
) 𝑑𝑦 = ∫(4 −

0.5

𝑥
) 𝑑𝑥 

 

−0.5𝑦 + 4 ln|𝑦| + 𝑐 = 4𝑥 − 0.5 ln|𝑥| 

f. В решении данного пункта достаточно сослаться на лекции и сказать, что неявная 

функция 𝐻(𝑥, 𝑦) = 𝑐 является решением уравнения 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑓(𝑥,𝑦)

𝑔(𝑥,𝑦)
, которое мы уже нашли. Но 

хочется поупражняться в нахождении первых интегралов. Можете не читать последующие строчки. 

Ответ есть в конце пункта, а это лишь лирическое отступление. 

 

Итак, нас просят найти первый интеграл. Узнаем для начала, что наше уравнение является 

уравнением в полных дифференциалах. Нашему уравнению соответствует следующее 

уравнение с дифференциальной 1-формой: 

𝑦(0.5 − 4𝑥) ∗ 𝑑𝑥 + 𝑥(4 − 0.5𝑦) ∗ 𝑑𝑦 = 0 

Оно не является уравнением в полных дифференциалах, потому что 

𝜕(𝑦(0.5 − 4𝑥))

𝜕𝑦
= 0.5 − 4𝑥 ≠ 4 − 0.5𝑦 =

𝜕(𝑥(4 − 0.5𝑦))

𝜕𝑥
 

Но все еще можно исправить. Найдем интегрирующий множитель: 

Если 𝐼(𝑥, 𝑦) =
1

𝑥𝑦
, то получим: 

(
0.5

𝑥
− 4) ∗ 𝑑𝑥 + (

4

𝑦
− 0.5) ∗ 𝑑𝑦 = 0 

 

𝜕 ((
0.5
𝑥
− 4))

𝜕𝑦
= 0 =

𝜕 ((
4
𝑦
− 0.5))

𝜕𝑥
 

Итак, нашли-таки уравнение: 𝐼(𝑥, 𝑦) ∗ (𝐹(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 + 𝐺(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦) = 𝑑𝐻(𝑥, 𝑦), которое является 

уравнением в полных дифференциалах. Найдем же 𝐻(𝑥, 𝑦). Для этого зафиксируем y и 

проинтегрируем по x условие: 

 
𝜕𝐻(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
=
0.5

𝑥
− 4 

 

𝐻(𝑥, 𝑦) = 0.5 ln|𝑥| − 4𝑥 + 𝐶(𝑦) 



Тогда  
𝜕𝐻(𝑥,𝑦)

𝜕𝑦
= 𝐶′(𝑦) =

4

𝑦
− 0.5 => 𝐶(𝑦) = 4 ln|𝑦|− 0.5𝑦+ 𝐶 

Таким образом,  

𝑧 = 𝐻(𝑥, 𝑦) = 0.5 ln|𝑥| − 4𝑥 + 4 ln|𝑦| − 0.5𝑦 = 𝐶𝑜𝑛𝑠𝑡 

Ответ: 𝐻(𝑥, 𝑦) = 0.5 𝑙𝑛|𝑥| − 4𝑥 + 4 𝑙𝑛|𝑦| − 0.5𝑦 

g. Что ж, давайте искать. 

{
 
 

 
 𝜕𝐻(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
=
0.5

|𝑥|
− 4 = 0

𝜕𝐻(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦
=
4

|𝑦|
− 0.5 = 0

 

{
|𝑥| =

1

8
|𝑦| = 8

 

Получили 4 точки (𝑥0; 𝑦0), где  𝑥0 = ±
1

8
, 𝑦0 = ±8. Найдем Гессиан для каждой из них. Если 𝑥 > 0, 𝑦 > 0, 

то Гессиан: 

||
−
0.5

𝑥2
0

0 −
4

𝑦2

|| =
2

𝑥2𝑦2
> 0; −

0.5

𝑥2
< 0 => 𝑥0 =

1

8
, 𝑦0 = 8 – точка максимума. 

Если 𝑥 > 0, 𝑦 < 0, то Гессиан: 

||
−
0.5

𝑥2
0

0
4

𝑦2

|| = −
2

𝑥2𝑦2
< 0; −

0.5

𝑥2
< 0 => 𝑥0 =

1

8
, 𝑦0 = −8 – седловая точка. 

Если 𝑥 < 0, 𝑦 > 0, то Гессиан: 

||

0.5

𝑥2
0

0 −
4

𝑦2

|| = −
2

𝑥2𝑦2
< 0; 

0.5

𝑥2
> 0 => 𝑥0 = −

1

8
, 𝑦0 = 8 – седловая точка. 

Если 𝑥 < 0, 𝑦 < 0, то Гессиан: 

||

0.5

𝑥2
0

0
4

𝑦2

|| =
2

𝑥2𝑦2
> 0; 

0.5

𝑥2
> 0 => 𝑥0 = −

1

8
, 𝑦0 = −8 – искомая точка минимума. 

Ответ: 𝐶(−
1

8
; −8) 

h.  
𝑓(𝑥) = 𝐻(𝑥, 𝑦0) = 0.5 𝑙𝑛|𝑥| − 4𝑥 + 12 𝑙𝑛2 + 4 



 
 

 

𝑔(𝑦) = 𝐻(𝑥0, 𝑦) = −1.5 𝑙𝑛2 + 0.5 +4𝑙𝑛|𝑦| − 0.5𝑦 

 
i.  

 

Безусловно, на данном чертеже присутствуют не все виды фазовых кривых. Но мы постараемся 

охватить их все позже. А пока лишь стоит отметить, что постоянные решения (особые точки) 

отмечены на чертеже красным. 

j.  

Фазовые кривые на рисунке выше представляют собой траектории для тех самых 

периодических решений. Сейчас будем это доказывать. Для начала отметим, что нас просят 

показать существование периодических решений (в этом случае достаточно показать пример, что 



мы и сделаем) или опровергнуть его. На рисунке выше очевидно, что кривые замкнутые. Если бы 

мы хотели показать все возможные виды фазовых кривых и доказать отсутствие иных, то нам бы 

потребовались намного более четкие рассуждения. Однако сейчас просто воспользуемся 

графическим представлением. Но что же дает замкнутость? Если фазовая кривая замкнута, то 

появляется смысл говорить о возможной периодичности решения. В противном случае, мы бы не 

имели возможности попадать во все точки на траектории бесконечное число раз.  

Что же значит периодичность? Это означает, что, какую бы точку на графике в 

расширенном фазовом пространстве мы не взяли, направление нашего дальнейшего движения 

будет четко определяться лишь компонентами (𝑥, 𝑦), т.е. не зависеть от t. В противном случае, 

вернувшись на один период назад, мы бы получили, что должны двигаться в совершенно ином 

направлении. К счастью, это свойство у нас имеется. Пусть интегральная кривая имеет вид: 𝐻(𝑡) =

𝑓(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑡). Тогда 𝐻̇ = 𝑓(𝑥̇(𝑡), 𝑦̇(𝑡)). Но 𝑥̇(𝑡), 𝑦̇(𝑡), на самом деле, не зависят от t, что ясно из 

первоначальной системы. 

k. Да, существуют. Пусть изначально мы находились в фазовом пространстве в точке 

(0, 𝑦0), где 𝑦0 > 0. Тогда 𝑥̇ = 0, а 𝑦̇ < 0 и мы устремляемся к точке 𝐴(0,0), из которой уже 

не выйдем. 

 
l.  

Да, существуют. Пусть изначально мы находились в фазовом пространстве в точке 

(𝑥0, 0), где 𝑥0 > 0. Тогда 𝑥̇ > 0, а 𝑦̇ = 0, а значит 𝑥 → ∞, 𝑦 = 0. 

 

Такими большими окружностями обозначены выколотые точки.  

 

Задача 2. 



𝑦′ =
𝑥3 − 5𝑥2𝑦 − 2𝑥𝑦2 + 9𝑦3

−5𝑥3 − 2𝑥2𝑦 + 9𝑥𝑦2
 

a.  

𝑥3 − 5𝑥2𝑦 − 2𝑥𝑦2 + 9𝑦3

−5𝑥3 − 2𝑥2𝑦 + 9𝑥𝑦2
= 1 

𝑥3 − 5𝑥2𝑦 − 2𝑥𝑦2 + 9𝑦3 = −5𝑥3 − 2𝑥2𝑦 + 9𝑥𝑦2 

 

6𝑥3 − 3𝑥2𝑦 − 11𝑥𝑦2 + 9𝑦3 = 0 

 
𝑥3 − 5𝑥2𝑦 − 2𝑥𝑦2 + 9𝑦3

−5𝑥3 − 2𝑥2𝑦 + 9𝑥𝑦2
= −1 

 

𝑥3 − 5𝑥2𝑦 − 2𝑥𝑦2 + 9𝑦3 = 5𝑥3 + 2𝑥2𝑦 − 9𝑥𝑦2 

 

4𝑥3 + 7𝑥2𝑦 − 7𝑥𝑦2 − 9𝑦3 = 0 

 
𝑥3 − 5𝑥2𝑦 − 2𝑥𝑦2 + 9𝑦3

−5𝑥3 − 2𝑥2𝑦 + 9𝑥𝑦2
= 0 

 



 
 

А вот все изоклины на одном графике, 𝑦′ = 1 − синим цветом, 𝑦′ = −1 – розовым, 𝑦′ = 0 – 

желтым. 

 
Понятно, что точка (0,0) выколота на каждом из графиков. 

 

 

b.  

𝐹(𝑥, 𝑦) =
𝑥3 − 5𝑥2𝑦 − 2𝑥𝑦2 + 9𝑦3

−5𝑥3 − 2𝑥2𝑦 + 9𝑥𝑦2
 

𝐹(𝜆𝑥, 𝜆𝑦) =
(𝜆𝑥)3 − 5(𝜆𝑥)2𝜆𝑦 − 2𝜆𝑥(𝜆𝑦)2 + 9(𝜆𝑦)3

−5(𝜆𝑥)3 − 2(𝜆𝑥)2𝜆𝑦 + 9𝜆𝑥(𝜆𝑦)2
=
𝜆3𝑥3 − 5𝜆3𝑥2𝑦 − 2𝜆3𝑥𝑦2 + 9𝜆3𝑦3

−5𝜆3𝑥3 − 2𝜆3𝑥2𝑦 + 9𝜆3𝑥𝑦2
= 

=
𝜆3(𝑥3 − 5𝑥2𝑦 − 2𝑥𝑦2 + 9𝑦3)

𝜆3(−5𝑥3 − 2𝑥2𝑦 + 9𝑥𝑦2)
= 𝐹(𝑥, 𝑦) 

c.  

 



d. 𝑧 =
𝑦

𝑥
 

𝑧̇ =
𝑦̇𝑥 − 𝑦

𝑥2
 

𝑧̇ =
𝑦̇

𝑥
−
𝑦

𝑥2
 

𝑧̇ =
𝑦̇

𝑥
−
𝑧

𝑥
 

В следующем пункте мы найдем следующее: 

𝑧̇ =
1

𝑥(−5 − 2𝑧 + 9𝑧2)
 

Воспользуемся этим прямо сейчас. 

𝑦̇

𝑥
−
𝑧

𝑥
=

1

𝑥(−5 − 2𝑧 + 9𝑧2)
 

𝑦̇ − 𝑧 =
1

(−5 − 2𝑧 + 9𝑧2)
 

Тогда не сложно понять, что  

𝑦̇ = 0 → изоклины переходят в горизонтальные прямые ; ; 

 

𝑦̇ = 1 → изоклины переходят в горизонтальные прямые  

𝑦̇ = −1 → изоклины переходят в горизонтальные прямые ; ;

 

А вот все изоклины на одном графике, 𝑦′ = 1 − синим цветом, 𝑦′ = −1 – розовым, 𝑦′ = 0 – 

желтым. 

 

 

e.  



𝑧 =
𝑦

𝑥
 

𝑧̇ =
𝑦̇𝑥 − 𝑦

𝑥2
 

𝑧̇ =

𝑥3 − 5𝑥2𝑦 − 2𝑥𝑦2 + 9𝑦3

−5𝑥3 − 2𝑥2𝑦 + 9𝑥𝑦2
𝑥 − 𝑦

𝑥2
 

 

𝑧̇ =
𝑥4 − 5𝑥3𝑦 − 2𝑥2𝑦2 + 9𝑥𝑦3 + 5𝑥3𝑦 + 2𝑥2𝑦2 − 9𝑥𝑦3

(−5𝑥3 − 2𝑥2𝑦 + 9𝑥𝑦2)𝑥2
 

 

𝑧̇ =
𝑥2

−5𝑥3 − 2𝑥2𝑦 + 9𝑥𝑦2
 

 

𝑧̇ =
1

𝑥(−5 −
2𝑦
𝑥
+ 9(

𝑦
𝑥
)
2
)
 

𝑧̇ =
1

𝑥(−5 − 2𝑧 + 9𝑧2)
 

f.  

 

𝑑𝑧

𝑑𝑥
=

1

𝑥(−5 − 2𝑧 + 9𝑧2)
 

(−5 − 2𝑧 + 9𝑧2)𝑑𝑧 =
𝑑𝑥

𝑥
 

∫(−5 − 2𝑧 + 9𝑧2)𝑑𝑧 = ∫
𝑑𝑥

𝑥
 

−5𝑧 − 𝑧2 + 3𝑧3 = 𝑙𝑛|𝑥| + 𝑐 

−5
𝑦

𝑥
− (

𝑦

𝑥
)
2

+ 3(
𝑦

𝑥
)
3

= 𝑙𝑛|𝑥| + 𝑐 

 

−5𝑦𝑥2 − 𝑦2𝑥 + 3𝑦3

𝑥3
= 𝑙𝑛|𝑥| + 𝑐 

 

Задача 3. 

a.  

{
𝑥̇ = −5𝑥3 − 2𝑥2𝑦 − 3𝑥𝑦2

𝑦̇ = 𝑥3 − 5𝑥2𝑦 − 2𝑥𝑦2 − 3𝑦3
 

 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=
𝑥3 − 5𝑥2𝑦 − 2𝑥𝑦2 − 3𝑦3

−5𝑥3 − 2𝑥2𝑦 − 3𝑥𝑦2
 

Очевидно, что данное уравнение однородное, потому должна сработать замена из предыдущего 

пункта. 

𝑧 =
𝑦

𝑥
 

𝑑𝑧

𝑑𝑥
=

𝑑𝑦
𝑑𝑥
𝑥 − 𝑦

𝑥2
 



 

𝑧̇ =

𝑥3 − 5𝑥2𝑦 − 2𝑥𝑦2 − 3𝑦3

−5𝑥3 − 2𝑥2𝑦 − 3𝑥𝑦2
𝑥 − 𝑦

𝑥2
 

 

𝑧̇ =
𝑥4 − 5𝑥3𝑦 − 2𝑥2𝑦2 − 3𝑥𝑦3 + 5𝑥3𝑦 + 2𝑥2𝑦2 + 3𝑥𝑦3

(−5𝑥3 − 2𝑥2𝑦 − 3𝑥𝑦2)𝑥2
 

 

𝑧̇ =
𝑥2

−5𝑥3 − 2𝑥2𝑦 − 3𝑥𝑦2
 

 

𝑧̇ =
1

𝑥(−5 −
2𝑦
𝑥 − 3(

𝑦
𝑥)

2
)
 

𝑧̇ =
1

𝑥(−5 − 2𝑧 − 3𝑧2)
 

𝑑𝑧

𝑑𝑥
=

1

𝑥(−5 − 2𝑧 − 3𝑧2)
 

(−5 − 2𝑧 − 3𝑧2)𝑑𝑧 =
𝑑𝑥

𝑥
 

∫(−5 − 2𝑧 − 3𝑧2)𝑑𝑧 = ∫
𝑑𝑥

𝑥
 

−5𝑧 − 𝑧2 − 𝑧3 = 𝑙𝑛|𝑥| + 𝑐 

−5
𝑦

𝑥
− (

𝑦

𝑥
)
2

− (
𝑦

𝑥
)
3

= 𝑙𝑛|𝑥| + 𝑐 

 

−5𝑦𝑥2 − 𝑦2𝑥 − 𝑦3

𝑥3
= 𝑙𝑛|𝑥| + 𝑐 

Вот такое вот уравнение фазовых кривых. 

 

b.  

𝑦′ = 𝑦(9𝑥2 + 𝑠𝑖𝑛𝑥) + (12𝑥2 + 𝑠𝑖𝑛𝑥)𝑒3𝑥
3−𝑐𝑜𝑠𝑥 

 

𝑧 = 𝑦𝑒−(3𝑥
3−𝑐𝑜𝑠𝑥) 

 

𝑑𝑧

𝑑𝑥
= 𝑒−(3𝑥

3−𝑐𝑜𝑠𝑥)𝑦′ − 𝑦(9𝑥2 + 𝑠𝑖𝑛𝑥)𝑒−(3𝑥
3−𝑐𝑜𝑠𝑥) = 

= 𝑦(9𝑥2 + 𝑠𝑖𝑛𝑥)𝑒−(3𝑥
3−𝑐𝑜𝑠𝑥) + (12𝑥2 + 𝑠𝑖𝑛𝑥)𝑒3𝑥

3−𝑐𝑜𝑠𝑥𝑒−(3𝑥
3−𝑐𝑜𝑠𝑥) − 𝑦(9𝑥2 + 𝑠𝑖𝑛𝑥)𝑒−(3𝑥

3−𝑐𝑜𝑠𝑥) = 

 

= (12𝑥2 + 𝑠𝑖𝑛𝑥) 

 

𝑑𝑧

𝑑𝑥
= (12𝑥2 + 𝑠𝑖𝑛𝑥) 

 

∫𝑑𝑧 = ∫(12𝑥2 + 𝑠𝑖𝑛𝑥)𝑑𝑥 

𝑧 = 4𝑥3 − 𝑐𝑜𝑠𝑥 + 𝑐 

 



𝑦𝑒−(3𝑥
3−𝑐𝑜𝑠𝑥) + 𝑐𝑜𝑠𝑥 − 4𝑥3 = 𝑐 

Вот такое вот уравнение интегральных кривых. 

 

 

c.  

{
𝑥̇ = 3𝑦2 sin(𝑥2) cos (𝑦3)

𝑦̇ = −2𝑥𝑠𝑖𝑛(𝑦3)cos (𝑥2)
 

 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=
−2𝑥𝑠𝑖𝑛(𝑦3)cos (𝑥2)

3𝑦2 sin(𝑥2) cos (𝑦3)
 

 

3𝑦2 sin(𝑥2) cos(𝑦3) 𝑑𝑦 + 2𝑥𝑠𝑖𝑛(𝑦3) cos(𝑥2) 𝑑𝑥 = 0 

Пусть 𝐹(𝑥, 𝑦) =  3𝑦2 sin(𝑥2) cos(𝑦3) и 𝐺(𝑥, 𝑦) =  2𝑥𝑠𝑖𝑛(𝑦3) cos(𝑥2) 

 

𝐹(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 + 𝐺(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 = 0 

 

𝜕𝐹

𝜕𝑥
= 3𝑦2 cos(𝑦3) ∗ 2𝑥𝑐𝑜𝑠(𝑥2) 

𝜕𝐺

𝜕𝑦
= −2𝑥𝑐𝑜𝑠(𝑥2) ∗ (−3𝑦2 cos(𝑦3)) 

Получается, что мы имеем дело с уравнением в полных дифференциалах. Так решим его. 

𝑑𝐻(𝑥, 𝑦) = 𝐹(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 + 𝐺(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 

𝜕𝐻(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
= 2𝑥𝑠𝑖𝑛(𝑦3) cos(𝑥2) 

 

𝐻(𝑥, 𝑦) = ∫2𝑥𝑠𝑖𝑛(𝑦3) cos(𝑥2) 𝑑𝑥 = | 𝑥2 = 𝑡
2𝑥𝑑𝑥 = 𝑑𝑡

| = 𝑠𝑖𝑛(𝑦3)∫ cos 𝑡 𝑑𝑡 = 𝑠𝑖𝑛(𝑦3)𝑠𝑖𝑛𝑡 + 𝑐(𝑦) = 

= 𝑠𝑖𝑛(𝑦3)𝑠𝑖𝑛(𝑥2) + 𝑐(𝑦) 

Тогда  
𝜕𝐻(𝑥,𝑦)

𝜕𝑦
= 3𝑦2 cos(𝑦3)𝑠𝑖𝑛(𝑥2)−𝑐′(𝑦) = 3𝑦2 sin(𝑥2) cos(𝑦3) => 𝑐′(𝑦) = 0 => 𝑐(𝑦) = 𝑐 

Таким образом,  

𝐻(𝑥, 𝑦) = 𝑠𝑖𝑛(𝑦3)𝑠𝑖𝑛(𝑥2) = 𝑐 

 

Вот такое вот уравнение фазовых кривых 𝑠𝑖𝑛(𝑦3)𝑠𝑖𝑛(𝑥2) = 𝑐 

 

d.  

𝑑𝑥(−5𝑥4𝑦5 sin(𝑥5 + 𝑦5)) + 𝑑𝑦 (5𝑦4(−𝑦5 sin(𝑥5 + 𝑦5) + cos(𝑥5 + 𝑦5))) = 0 

Пусть 𝐹(𝑥, 𝑦) =  −5𝑥4𝑦5 sin(𝑥5 + 𝑦5) и 𝐺(𝑥, 𝑦) =  5𝑦4(−𝑦5 sin(𝑥5 + 𝑦5) + cos(𝑥5 + 𝑦5)) 

 

𝐹(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 + 𝐺(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 = 0 

 

𝜕𝐹

𝜕𝑦
= −5𝑥4(5𝑦4 sin(𝑥5 + 𝑦5) + 𝑦5 ∗ 5𝑦4 cos(𝑥5 + 𝑦5)) = 



= −25𝑥4𝑦4(sin(𝑥5 + 𝑦5) + 𝑦5 cos(𝑥5 + 𝑦5)) 

𝜕𝐺

𝜕𝑥
= 5𝑦4(−𝑦55𝑥4 cos(𝑥5 + 𝑦5) − 5𝑥4 sin(𝑥5 + 𝑦5)) = 

= −25𝑥4𝑦4(sin(𝑥5 + 𝑦5) + 𝑦5 cos(𝑥5 + 𝑦5)) 

Получается, что мы имеем дело с уравнением в полных дифференциалах. Так решим его. 

𝑑𝐻(𝑥, 𝑦) = 𝐹(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 + 𝐺(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 

𝜕𝐻(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
= −5𝑥4𝑦5 sin(𝑥5 + 𝑦5) 

 

𝐻(𝑥, 𝑦) = ∫−5𝑥4𝑦5 sin(𝑥5 + 𝑦5) 𝑑𝑥 = |
𝑥5 + 𝑦5 = 𝑡

5𝑥4𝑑𝑥 = 𝑑𝑡
| = −𝑦5∫ sin 𝑡𝑑𝑡 = 𝑦5𝑐𝑜𝑠𝑡 + 𝑐(𝑦) = 

= 𝑦5𝑐𝑜𝑠(𝑥5 + 𝑦5) + 𝑐(𝑦) 

Тогда  
𝜕𝐻(𝑥,𝑦)

𝜕𝑦
= 5𝑦4𝑐𝑜𝑠(𝑥5 + 𝑦5) − 𝑦5 ∗ 5y4 sin(𝑥5 + 𝑦5) + 𝑐′(𝑦) = 𝐺(𝑥, 𝑦) = 5𝑦4(−𝑦5 sin(𝑥5 + 𝑦5) + cos(𝑥5 + 𝑦5)) 

𝑐′(𝑦) = 0 => 𝑐(𝑦) = 𝑐 

Таким образом,  

𝐻(𝑥, 𝑦) = 𝑦5𝑐𝑜𝑠(𝑥5 + 𝑦5) = 𝑐 

Вот такое вот уравнение интегральных кривых 𝑦5𝑐𝑜𝑠(𝑥5 + 𝑦5) = 𝑐 

 

e.  

𝑦′ =
𝑥3 + 𝑥2𝑦 + 4𝑥𝑦2 + 9𝑦3

𝑥3 + 4𝑥2𝑦 + 9𝑥𝑦2
 

 

Очевидно, что данное уравнение однородное, потому должна сработать замена: 

𝑧 =
𝑦

𝑥
 

𝑑𝑧

𝑑𝑥
=

𝑑𝑦
𝑑𝑥
𝑥 − 𝑦

𝑥2
 

 

𝑧̇ =

𝑥3 + 𝑥2𝑦 + 4𝑥𝑦2 + 9𝑦3

𝑥3 + 4𝑥2𝑦 + 9𝑥𝑦2
𝑥 − 𝑦

𝑥2
 

 

𝑧̇ =
𝑥4 + 𝑥3𝑦 + 4𝑥2𝑦2 + 9𝑥𝑦3 − 𝑥3𝑦 − 4𝑥2𝑦2 − 9𝑥𝑦3

(𝑥3 + 4𝑥2𝑦 + 9𝑥𝑦2)𝑥2
 

 

𝑧̇ =
𝑥2

𝑥3 + 4𝑥2𝑦 + 9𝑥𝑦2
 

 

𝑧̇ =
1

𝑥(1 +
4𝑦
𝑥 + 9(

𝑦
𝑥)

2
)
 



𝑧̇ =
1

𝑥(1 + 4𝑧 + 9𝑧2)
 

𝑑𝑧

𝑑𝑥
=

1

𝑥(1 + 4𝑧 + 9𝑧2)
 

(1 + 4𝑧 + 9𝑧2)𝑑𝑧 =
𝑑𝑥

𝑥
 

∫(1 + 4𝑧 + 9𝑧2)𝑑𝑧 = ∫
𝑑𝑥

𝑥
 

𝑧 + 2𝑧2 + 3𝑧3 = 𝑙𝑛|𝑥| + 𝑐 
𝑦

𝑥
+ 2(

𝑦

𝑥
)
2

+ 3(
𝑦

𝑥
)
3

= 𝑙𝑛|𝑥| + 𝑐 

 

𝑦𝑥2 + 2𝑦2𝑥 + 3𝑦3

𝑥3
= 𝑙𝑛|𝑥| + 𝑐 

Вот такое вот уравнение интегральных кривых. 

 

Задача 4. 

a. Вот таким получился итоговый код: 

import math 

import matplotlib.pyplot as plt 

from matplotlib import mlab 

 

t=10000 

x=[0]*t 

y=[0]*t 

ax=[0]*t 

ay=[0]*t 

vx=[0]*t 

vy=[0]*t 

x[0]=0 

y[0]=6371000 

vx[0]=5000 

vy[0]=0 

 

for i in range (t-1): 

    r=(x[i]**2+y[i]**2)**(1/2) 

    ax[i]=(-x[i])/(r**3)*39.86*10**(13) 

    ay[i]=(-y[i])/(r**3)*39.86*10**(13) 

    vx[i+1]=vx[i]+ax[i] 

    vy[i+1]=vy[i]+ay[i] 

    x[i+1]=x[i]+vx[i]+ax[i]/2 

    y[i+1]=y[i]+vy[i]+ay[i]/2 

 

plt.plot(x, y, "b-") 

plt.xlabel('x') 

plt.ylabel('y') 

plt.title('V0=5 km/s') 

plt.show() 

В ходе решения мы использовали второй закон Ньютона: 

𝐹⃗ = 𝑚𝑎⃗ 
И его мы расписываем для x-компоненты и для y-компоненты, учитывая при этом, куда 
должен быть направлен вектор ускорения, ведь не стоит забывать о том, что 
изначальное уравнение именно векторное. Вектор скорости потом будет 
автоматически подстраиваться сам. 
 
Также мы использовали простейшие формулы кинематики, делая упрощение, что все 
время между двумя соседними моментами времени, разницу между которыми мы 
сделали в 1 секунду, спутник летит равноускорено. 



𝑉⃗⃗ = 𝑉0⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑎⃗𝑡 

𝑥 = 𝑥0 + 𝑉𝑥⃗⃗⃗⃗ 𝑡 +
𝑎⃗𝑡2

2
 

 

Теперь начинаем строить графики и слегка их комментировать. На первом из них 

можно заметить, что траектория спутника в какой-то момент пересекает земной шар. 

Расстояние до точки (0,0) становится меньше радиуса Земли. А это означает, что 

спутник упал на землю. К счастью, этим столкновением можно пренебречь и графики 

не подправлять. 

 

 
 

При уже большей скорости у спутника получится выйти на орбиту. Он действительно 

станет спутником 

 
 



А если продолжить увеличивать его скорость и дальше, то он сможет преодолеть 

гравитационное поле Земли и уйти в открытый космос. 

 
b. Вот таким получился итоговый код: 
 
import math 

import matplotlib.pyplot as plt 

from matplotlib import mlab 

 

t=10000 

x=[0]*t 

y=[0]*t 

ax=[0]*t 

ay=[0]*t 

vx=[0]*t 

vy=[0]*t 

x[0]=0 

y[0]=6371000 

vx[0]=7910 

vy[0]=0 

 

for i in range (t-1): 

        r=(x[i]**2+y[i]**2)**(1/2) 

        if r-y[0]+1>0: 

            ax[i]=(-x[i])/(r**3)*39.86*10**(13) 

            ay[i]=(-y[i])/(r**3)*39.86*10**(13) 

            vx[i+1]=vx[i]+ax[i] 

            vy[i+1]=vy[i]+ay[i] 

            x[i+1]=x[i]+vx[i]+ax[i]/2 

            y[i+1]=y[i]+vy[i]+ay[i]/2 

        else: 

            print("fall") 

            print(y[i]) 

            print(y[i+1]) 

            break 

 

plt.plot(x, y, "b-") 

plt.xlabel('x') 

plt.ylabel('y') 

plt.title('V0=5 km/s') 

plt.show() 

 
Здесь мы вручную подбирали минимальную скорость, при которой спутник не упадет на Землю 
после 10000 секунд полета. Подобное определение действительно довольно близко для нас к 
нормальному определению первой космической скорости: это минимальная скорость, при 



которой тело, движущееся горизонтально над поверхностью планеты, не упадёт на неё, а будет 
двигаться по круговой орбите. 
 
К моему удивлению, мы получили невероятно точный результат, который согласуется с данными.  
 
По нашим подсчетам эта скорость равняется 7.91 км/с. И… О, чудо! На самом деле, это: 𝑉 =
7,90955046 км/с. А ведь это мы дальше 2 знака после запятой проверять не стали! Успех! 

 
c. Вот таким получился итоговый код: 
 

import math 

import matplotlib.pyplot as plt 

from matplotlib import mlab 

 

t=20000 

x=[0]*t 

y=[0]*t 

ax=[0]*t 

ay=[0]*t 

vx=[0]*t 

vy=[0]*t 

x[0]=20000000 

y[0]=0 

v0=3500 

vy[0]=v0/(2**(1/2)) 

vx[0]=v0/(2**(1/2)) 

 

for i in range (t-1): 

 

    r1=(x[i]**2+y[i]**2)**(1/2) 

    r2=((40000000-x[i])**2+y[i]**2)**(1/2) 

    ax[i]=((-x[i])/(r1**3)+(40000000-x[i])/(r2**3))*39.86*10**(13) 

    ay[i]=((-y[i])/(r1**3)+(-y[i])/(r2**3))*39.86*10**(13) 

    vx[i+1]=vx[i]+ax[i] 

    vy[i+1]=vy[i]+ay[i] 

    x[i+1]=x[i]+vx[i]+ax[i]/2 

    y[i+1]=y[i]+vy[i]+ay[i]/2 

 

plt.plot(x, y, "g-") 

plt.xlabel('x') 

plt.ylabel('y') 

plt.xlim(-20000000, 60000000) 

#plt.xlim(0, 41000000) 

plt.ylim(-15000000, 10000000) 

#plt.ylim(0, 5000000) 

plt.title('Physics') 

plt.show( 

 

Мы использовали все те же формулы. Но теперь закон Ньютона: 

𝐹1⃗⃗ ⃗⃗ + 𝐹2⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑚𝑎⃗ 
Главное отметить, что изначально мы задали вектор скорости так, чтобы спутник летел 
вправо и вверх. Теперь начинаем строить графики и слегка их комментировать. 
 
Не стоит бояться такого сильного изгиба у функции на рисунке ниже. Ведь если 
вдуматься в физический смысл происходящего и заметить, что этот изгиб происходит 
почти в точке, где ровно находится 2 планета, становится понятно: спутник просто на 
нее рухнул. Ему не хватило скорости, чтобы преодолеть ее гравитационное поле. А 
график делает такой резкий скачок просто потому, что расстояние 𝑟2 от спутника до 
планеты 2 почти уходит в 0, давая чудовищное по модулю ускорение. В реальности, 
безусловно, такого не будет. Но и график можно не исправлять, ведь в условии 
сказано, что столкновением можно пренебречь. 



 
 

 
 
То же самое происходит и при чуть большей скорости. Хотя стоит заметить, что на этот 
раз спутник огибает чуть большую дугу, отклоняясь от начального положения на 
больший y, ведь и скорость начальная больше. 

 
 



 
Но в какой-то момент спутник все же преодолеет гравитационное поле планеты 2. 
Можно считать, что это происходит именно при скорости 2 км/с, если взять 
относительно малый радиус для планеты. На графике становится заметно, какое ни 
какое, но все же отклонение от точки, в которой находится планета 2. И нет настолько 
резких скачков, как раньше. 

 

 

 
Но на этом проблемы спутника не заканчиваются. Убежав от планеты 2, ему не удается 
ускользнуть от первой планеты. 



 
Да даже если скорости хватает и на подобный подвиг, то ему снова придется бороться 
с планетой 2. 

 
 
И в какой-то момент, возможно, даже успешно. Но начиная с этой скорости, нам уже 
становится сложно описывать процесс. Нам просто не хватает рассматриваемого 
временного промежутка для того, чтобы спутник вернулся обратно ко второй планете. 
И все это происходит из-за все более расширяющейся траектории и фиксированного 
при этом времени в условии. Чем выше изначальная скорость, тем лучше он 
справляется с гравитационным притяжением планет, и тем на большее расстояние 
успевает от них уйти. Мы будем наблюдать постепенное растяжение графиков.  

 



 

 

  


