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Георг Бекназар-Юзбашев

Решение задачи 1.
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К этому решению необходимо добавить "потерянное"во время операций решение

x = 0, а также обратить внимание на то обстоятельство, что в t=0 функция не

определена. Следовательно, общий вид решений будет следующим:

x =

(
Kp
t

, t > 0
Kp
�t

, t < 0
x = 0, t < 0, t > 0

b) Теперь рассмотрим начальные условия.

x(1) = 1 ) 1 = K

1 ) K = 1 ) x = 1p
t

. Область определения: t > 0

x(1) = �1 ) �1 = K

1 ) K = �1 ) x = �1p
t

. Область определения: t > 0

x(�1) = 1 ) �1 = K
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. Область определения: t < 0
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1 ) K = �1 ) x = �1p
�t

. Область определения: t < 0

x(1) = 0 ) x = 0. Область определения: t > 0
x(�1) = 0 ) x = 0. Область определения: t < 0

(Выкол в точке (0, 0).)

Решение задачи 2.
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, x = 0, t < 0, t > 0

b) Теперь рассмотрим начальные условия.

x(1) = 1 ) 1 = K ) x =
p
t. Область определения: t > 0

x(1) = �1 ) �1 = K ) x = �
p
t. Область определения: t > 0

x(�1) = 1 ) 1 = K ) x =
p
�t. Область определения: t < 0

x(�1) = �1 ) 1 = �K ) x =
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x(1) = 0 ) x = 0. Область определения: t > 0
x(�1) = 0 ) x = 0. Область определения: t < 0

(Выкол в нуле).

Решение задачи 3.
a) Общий вид решений:
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b) Теперь начальные условия:
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2 + 4. Область определения: t 2 R
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p
C ) C = 1 ) x = �
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2t

2 + 1. Область определения:

t 2 R.
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Решение задачи 4.
a) Общий вид решений:
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b) Начальные условия:
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(x не может быть равен нулю).
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Решение задачи 5.
Произведем замену v = �3t � 5x � 4. Тогда dv = �3dt � 5dx ) 5dx
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2 + 1
�
. Далее мы можем смело разделять и властвовать (предварительно,

разумеется, проинтегрировав.

dv�
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Исходное:

Здесь виден изоклин ẋ = 0, который можно представить уравнением �3t�5x�4 =
0 ) x = �3

5t �
4
5 . Замена координат, которую мы проводим, есть ни что иное, как

зависящее от t линейное растяжение, которое позволяет нам "опустить"этот изоклин

на горизонталь. Тем самым мы избавляемся от одной переменной и упрощаем себе

решение. Отраженное направление после замены, мне кажется, связано с тем, что у

нас t отрицательная.

После замены:
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Решение задачи 6.
a)

b)
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c) Существуют: x

2 � x � 6 = 0 ) (x � 3)(x + 2) = 0, следовательно, корнями

являются x = �3, 2.

d)

dx

dt

= x

2 � x� 6 ) dx

x

2�x�6 = dt ) dx

(x�3)(x+2) = dt )
R

dx

(x�3)(x+2) = t+ C.

Применим для интеграции медот partial fractions:

1
(x�3)(x+2) =

A

(x�3) +
B

(x+2) ) 1 =

A(x+ 2) + B(x� 3). Для x = �2 : 1 = �5B ) B = �1
5 , x = 3 : 1 = 5B ) B = 1

5 .

Тогда интеграл превращается, превращается...

1
5

R
1

(x�3) �
1

(x+2)dx = t+C )
R

1
(x�3) �

1
(x+2)dx = 5t+ 5C ) ln |x� 3|� ln |x+ 2| =

5t+ 5C ) |x�3|
|x+2| = Ke

5t
.

Такая постановка вопроса приводит нас к началу скачек с модулями.

Разберем ситуацию, когда x�3 > 0, x+2 > 0. x�3
x+2 = Ke

5t ) x�3 = (x+2)Ke

5t )
x� xKe

5t = 2Ke

5t + 3 ) x (1�Ke

5t) = 2Ke

5t + 3 ) x = 2Ke

5t+3
1�Ke

5t , x > 3.
Ситуация, когда x� 3 > 0, и x+ 2 < 0 одновременно, не выполняется.

Ситуация, когда �2 < x < 3: �(x�3)
x+2 = Ke

5t ) 3�x = (x+2)Ke

5t ) �x�xKe

5t =

2Ke

5t � 3 ) x (�1�Ke

5t) = 2Ke

5t � 3 ) x = 3�2Ke

5t

1+Ke

5t , �2 < x < 3.

Георг Бекназар-Юзбашев 6



Совместный бакалавриат ВШЭ–РЭШ, 2015/16, �Дифференциальные уравнения�

Наконец, когда x+2 < 0: x�3
�(x+2) =

�(x�3)
x+2 , что равносильно первому случаю, когда

x > 3.
Также необходимо добавить два "потерянных"решения: x = 3, x = �2.
Теперь мы можем рассмотреть вид функции для различных условий.

x0 > 3 : x0 = 2K+3
1�K

, K 6= 1 ) 2K + 3 = x0(1 � K) ) 2K + 3 = x0 � Kx0 )
2K +Kx0 = x0 � 3 ) K(2 + x0) = x0 � 3 ) K = x0�3

2+x0
.

�2 < x0 < 3 : x0 =
3�2K
1+K

, K 6= �1 ) �2K+3 = x0(1+K) ) �2K+3 = x0+Kx0 )
2K +Kx0 = 3� x0 ) K(2 + x0) = 3� x0 ) K = 3�x0

2+x0
.

x0 < �2 : K = x0�3
2+x0

.

Таким образом:
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8
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2+x0

⌘
e

5t
, x0 < �2

x = 3, x0 = 3

x = �2, x0 = �2

e)

f) Область определения осложнена асимптотами. В случае �2 < x0 < 3 знаме-

натель не обращается в ноль, поэтому областью определения является вся числовая

прямая. А вот два другие надо разобрать внимательно.

1 �
⇣

x0�3
2+x0

⌘
e

5t = 0 )
⇣

x0�3
2+x0

⌘
e

5t = 1 ) e

5t = 2+x0
x0�3 ) e

5t = 2+x0
x0�3 ) 5t =

ln |2 + x0|� ln |x0 � 3| ) t = 1
5 (ln |2 + x0|� ln |x0 � 3|). (Модули разрешаются в зави-

симости от x0). Соответственно, при x0 > 3 область определения ограничена асимп-

тотой справа, а при x0 < �2 - слева. Объясняется это тем, что физический процесс

не может перескочить через бесконечность. Поскольку асимптоты очень волосатые,

проще описать происходящее словами. Очевидно, что при x > 3 по мере того, как

знаменатель стремится к нулю, с числителем такого криминала не происходит, и
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предел равен бесконечности при t стремящемся к асимптоте слева. Отличие ситуа-

ции x < �2 в знаке, что дает минус бесконечность при t стремящемся к асимптоте

справа.

Теперь что касается предельных решений.

x0 > 3, lim
t!�1

2
⇣

x0�3
2+x0

⌘
e

5t + 3

1�
⇣

x0�3
2+x0

⌘
e

5t
=

3

1
= 3

x0 > �2, lim
t!1

2
⇣

x0�3
2+x0

⌘
e

5t + 3

1�
⇣

x0�3
2+x0

⌘
e

5t
=

2

�1
= �2

Подытоживая: x > 3 : от 3 к плюс бесконечности у вертикальной асимптоты.

�2 < x < 3 : от 3 до -2 по всей числовой прямой. x < �2: от минус бесконечности у

вертикальной асимптоты до -2.

g)

(
1 = 3A+ b

0 = B � 2A
) A = 1

5 , B = 2
5

h)

5v = x + 2 ) 5dv

dt

= dx

dt

) 5dv

dt

= (5v � 2)2 � (5v � 2) � 6 ) 5dv

dt

= 25v2 � 25v )
dv

v(v�1) = 5dt )
R �1

v

+ 1
v�1dv = 5t + C ) � ln |v| + ln |v � 1| = 5t + C ) |v�1|

|v| = Ke

5t
,

плюс решения x = 0, x = 1.

Как и следовало ожидать, преобразование, ужимающие эквилибриум в точки 0

и 1, ужимает все поле направлений ровно таким же образом.

Решение задачи 7.
Решение приложено ниже.

Георг Бекназар-Юзбашев 8



2/12/2016 Дифференциальные уравнения: ДЗ 1 (задача 7)

file://localhost/Users/kiwi/Desktop/Untitled.html 1/7

Дифференциальные уравнения:
ДЗ 1 (задача 7)
Георг Бекназар-Юзбашев
Feb 12, 2016
Пользуясь случаем, я хотел бы опробовать Markdown, которым никогда не пользовался, и
который, как мне кажется, как раз для таких случаев и годится.

а)

Итак, сначала нам нужно разобраться с графиком истинного решения уравнения. Истинное
решение находится очень просто: x’ = x^2 + 1 => dx / (x^2 + 1) = dt, где мы быстро замечаем
арктангенс, и в итоге имеем x(t) = tan(x + pi/4), где константу мы получили из начального
условия x(0) = 1. Теперь надо построить график, для чего нужно найти точки, по которым его
строить.

Задаю функцию, число точек, нахожу сами точки и собираю все вместе в дата фрейм:

library(ggplot2) 
 
solution <- function(t) { 
  return(tan(t+pi/4)) 
} 
 
n <- 100 
 
t <- seq(0, 1, by = 1/n) 
x <- NULL 
for (i in 1:(length(t))) { 
  x[i] <- solution(t[i]) 
} 
 
data <- as.data.frame(cbind(t, x)) 
 
head(data)

##      t        x 
## 1 0.00 1.000000 
## 2 0.01 1.020203 
## 3 0.02 1.040822 
## 4 0.03 1.061875 
## 5 0.04 1.083380 
## 6 0.05 1.105356

Это значения функции, которые мы можем заплотить:

g <- ggplot(data, aes(x = t, y = x)) 
g + geom_line()
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Мы сразу видим проблему. В точке x = pi/4 функция имеет асимптоту, о которой компьютер не
знает, поскольку просто соединяет точки, но это малая часть проблемы. Функция tan(t + pi/4)
описывает поведение системы с заданным начальным условием только для t < pi/4. Дальше она
просто бессмысленна. Физическая система никаким образом не может перескочить из плюса в
минус. Более того, помимо того, что бессмысленно рассматривать поведение системы за
асимптотой, метод Эйлера в любом случае не сможет “поймать” этот переход и даст не просто
нарастающе ошибочные результаты, а вообще ни к селу, ни к городу.

Поэтому я в своем решении ограничу отрезок сверху точкой, лежащей левее асимптоты (я
подберу так, чтобы нагляднее была видна разница в применении метода Эйлера с разным
шагом).

n <- 100 
 
t <- seq(0, 0.77, by = 1/n) 
x <- NULL 
for (i in 1:(length(t))) { 
  x[i] <- solution(t[i]) 
} 
 
data <- as.data.frame(cbind(t, x)) 
 
g <- ggplot(data, aes(x = t, y = x)) 
g + geom_line()
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Теперь создадим датафрейм для метода Ойлера:

x_approx <- 1 
for (i in 2:(length(t))) { 
  x_approx[i] <- x_approx[i-1] + (x_approx[i-1]^2 + 1) * 1/n 
} 
 
data_approx <- as.data.frame(cbind(t, x_approx)) 
 
head(cbind(data_approx, data$x))

##      t x_approx   data$x 
## 1 0.00 1.000000 1.000000 
## 2 0.01 1.020000 1.020203 
## 3 0.02 1.040404 1.040822 
## 4 0.03 1.061228 1.061875 
## 5 0.04 1.082490 1.083380 
## 6 0.05 1.104208 1.105356

(Он сразу начинает давать погрешность, но небольшую).

Это позволит нам нарисовать вот такую штуку:
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ggplot() +  
  geom_line(data=data, aes(x = t, y = x), color='green') +  
  geom_point(data=data_approx, aes(x = t, y = x_approx), color='red') + 
  ggtitle(paste0('# of steps: ', n))

Ну и наконец нужно просчитать это для разных n и соединить в одном графике. Я немного
обрезал его слева, чтобы было более отчетливо видно разницу.
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# data for the solution plot 
n <- 1000 
 
t <- seq(0, 0.77, by = 1/n) 
x <- NULL 
for (i in 1:(length(t))) { 
  x[i] <- solution(t[i]) 
} 
 
data <- as.data.frame(cbind(t, x)) 
data <- data[data[, 1] > 0.6, ] 
 
# data for the approximation plot 
# I do apologize for the ugly code, but I need more time to figure out how to d
o this better with ggplot2. Ideally, I'd group all the points into one data fra
me and plot using coloring by group in the aesthetics. 
 
divisions <- c(10, 30, 50, 100, 300, 1000) 
data_approx <- list() 
for (i in 1:length(divisions)) { 
  t <- seq(0, 0.77, by = 1/divisions[i]) 
  x_approx <- 1 
  for (j in 2:(length(t))) { 
    x_approx[j] <- x_approx[j-1] + (x_approx[j-1]^2 + 1) * 1/divisions[i] 
  } 
  data_approx[[i]] <- as.data.frame(cbind(t, x_approx)) 
  data_approx[[i]] <- data_approx[[i]][data_approx[[i]][, 1] >= 0.6, ] 
} 
 
ptsize <- 1.5 
 
ggplot() +  
  geom_line(data=data, aes(x = t, y = x), color='green') +  
  geom_point(data=data_approx[[1]], aes(x = t, y = x_approx), color='grey', siz
e = ptsize) + 
  geom_point(data=data_approx[[2]], aes(x = t, y = x_approx), color='coral4', s
ize = ptsize) + 
  geom_point(data=data_approx[[3]], aes(x = t, y = x_approx), color='coral3', s
ize = ptsize) + 
  geom_point(data=data_approx[[4]], aes(x = t, y = x_approx), color='coral2', s
ize = ptsize) + 
  geom_point(data=data_approx[[5]], aes(x = t, y = x_approx), color='coral1', s
ize = ptsize) + 
  geom_point(data=data_approx[[6]], aes(x = t, y = x_approx), color='coral', si
ze = ptsize) 



2/12/2016 Дифференциальные уравнения: ДЗ 1 (задача 7)

file://localhost/Users/kiwi/Desktop/Untitled.html 6/7

б)

Для 0.5:

data_approx <- list() 
answer <- 0 
i <- 2 
while (answer == 0) { 
  i <- i + 1 
  t <- seq(0, 0.5, by = 1/i) 
  x_approx <- 1 
  for (j in 2:(length(t))) { 
    x_approx[j] <- x_approx[j-1] + (x_approx[j-1]^2 + 1) * 1/i 
  } 
  if (abs(x_approx[length(t)] - solution(0.5)) < 1/100) {answer <- i} 
  # print(paste0('i=', i, 'diff =', x_approx[length(t)] - solution(0.5))) 
} 
 
print(paste0('n = ', i, '. Error = ', abs(x_approx[length(t)] - solution(0.
5))))

## [1] "n = 1156. Error = 0.00998412723055031"

Для 0.6:
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data_approx <- list() 
answer <- 0 
i <- 2 
while (answer == 0) { 
  i <- i + 1 
  t <- seq(0, 0.6, by = 1/i) 
  x_approx <- 1 
  for (j in 2:(length(t))) { 
    x_approx[j] <- x_approx[j-1] + (x_approx[j-1]^2 + 1) * 1/i 
  } 
  if (abs(x_approx[length(t)] - solution(0.6)) < 1/100) {answer <- i} 
  # print(paste0('i=', i, 'diff =', x_approx[length(t)] - solution(0.6))) 
} 
 
print(paste0('n = ', i, '. Error = ', abs(x_approx[length(t)] - solution(0.
6))))

## [1] "n = 3945. Error = 0.00999361059070303"

Для t = 0.7 (в коде я начинаю сразу с 29 тысяч, потому что markdown прогоняет код, когда
генерит текст, а прогонять все это безобразие еще раз - я упущу дедлайн. :) Так что я
пропускаю немножко):

data_approx <- list() 
answer <- 0 
i <- 29000 
while (answer == 0) { 
  i <- i + 1 
  t <- seq(0, 0.7, by = 1/i) 
  x_approx <- 1 
  for (j in 2:(length(t))) { 
    x_approx[j] <- x_approx[j-1] + (x_approx[j-1]^2 + 1) * 1/i 
  } 
  if (abs(x_approx[length(t)] - solution(0.7)) < 1/100) {answer <- i} 
  # print(paste0('i=', i, 'diff =', x_approx[length(t)] - solution(0.7))) 
} 
 
print(paste0('n = ', i, '. Error = ', abs(x_approx[length(t)] - solution(0.
7))))

## [1] "n = 29040. Error = 0.00999787848293998"

Для t = 0.8, как уже говорилось, метод Ойлера результата не даст.


