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ÔÈÎ, ãðóïïà: .

Ïðàâèëà

Âî âñåõ çàäà÷àõ òðåáóåòñÿ ïðèâîäèòü ðåøåíèå è îòâåò. Çàäà÷à áåç ðåøåíèÿ íå çàñ÷èòûâàåòñÿ.
Çàäà÷à áåç îòâåòà íå çàñ÷èòûâàåòñÿ. Ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñîáñòâåííîðó÷íî èçãîòîâëåííûé ëèñò
ôîðìàòà A4, íà êîòîðîì ìîæíî çàïèñàòü ÷òî óãîäíî.

Ñòðîãî çàïðåùåíî:
• ïåðåãîâàðèâàòüñÿ (ñ ëþáîé öåëüþ),
• ïîëüçîâàòüñÿ óñòðîéñòâàìè ñâÿçè (ñ ëþáîé öåëüþ � íàïðèìåð, â êà÷åñòâå êàëüêóëÿòîðà).
• ñïèñûâàòü (çà èñêëþ÷åíèåì èñïîëüçîâàíèÿ ëèñòà A4).

Íàðóøåíèå ëþáîãî èç ýòèõ ïóíêòîâ âëå÷åò óäàëåíèå ñ ðàáîòû.
Æåëàåì óäà÷è!

Çàäà÷à 1. (10 áàëëîâ) Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

ẋ = et+3x2+5x sin
(
6e3x − 6

)
.

Îáîçíà÷èì åãî ðåøåíèå ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x(0) = x0 ÷åðåç x(t) = ϕ(t;x0). Íàéòè
∂ϕ
∂x0

∣∣∣
x0=0

â

òî÷êå t = ln 5.

Îòâåò:
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Çàäà÷à 2. (10 áàëëîâ) Ïóñòü z(t) ∈ R6. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ż = Az, ãäå

A =


2 0 0 0 0 0
0 −2 1 0 0 0
0 0 −2 1 0 0
0 0 0 −2 0 0
0 0 0 0 4 1
0 0 0 0 0 4

 .

a. Íàéòè âåùåñòâåííîå ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû ñ ïðîèçâîëüíûì âåùåñòâåííûì íà÷àëüíûì óñëî-
âèåì z(0) = z0.

b. ßâëÿåòñÿ ëè îñîáàÿ òî÷êà 0 (íà÷àëî êîîðäèíàò) óñòîé÷èâîé ïî Ëÿïóíîâó? Àñèìïòîòè÷åñêè
óñòîé÷èâîé?

Îòâåò:
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Çàäà÷à 3. (20 áàëëîâ) Ïóñòü z(t) = (x(t), y(t), z(t)) ∈ R3. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ż = Az, ãäå

A =

 6 −4 0
10 −6 0
0 0 α

 .

Óêàçàòü âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà α ∈ R (åñëè òàêèå åñòü), ïðè êîòîðûõ îñîáàÿ òî÷êà (0, 0, 0) ÿâëÿ-
åòñÿ
a. àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâîé;
b. óñòîé÷èâîé ïî Ëÿïóíîâó.

Åñëè òàêèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà α íåò, îáúÿñíèòü, ïî÷åìó.

Warning: ïðè èñïîëüçîâàíèè òåîðåìû îá óñòîé÷èâîñòè ïî ïåðâîìó ïðèáëèæåíèþ, ïîìíèòå î

òîì, ÷òî áûâàþò ñëó÷àè, êîãäà îíà íå äà¼ò íèêàêîãî îäíîçíà÷íîãî îòâåòà. Òåì íå ìåíåå, âàì

íåîáõîäèìî èññëåäîâàòü è ýòè ñëó÷àè òîæå.

Îòâåò:
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Çàäà÷à 4. (20 áàëëîâ) Ðàññìîòðèì ðåøåíèå ñèñòåìû(
ẋ
ẏ

)
=

(
0 a
d 0

)(
x
y

)
ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x(0) = b, y(0) = c.

Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ a, b, c, d, ïðè êîòîðûõ ðåøåíèå îñòà¼òñÿ îãðàíè÷åííûì ïðè
t→ −∞.

Îòâåò:
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Çàäà÷à 5. (20 áàëëîâ) Ðàññìîòðèì ñèñòåìó

ẋ = 6x+ y, ẏ = 6y.

Íàéòè òàêóþ çàìåíó êîîðäèíàò u = f(x, y), v = g(x, y) â îêðåñòíîñòè òî÷êè (−6, 1), ÷òî ñèñòåìà â
íîâûõ êîîðäèíàòàõ ïðèìåò âèä

u̇ = 0, v̇ = h(u, v).

(Òðåáóåòñÿ íàéòè ôóíêöèè f è g, íàõîäèòü ôóíêöèþ h íå òðåáóåòñÿ.)

Îòâåò:
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Çàäà÷à 6. (20 áàëëîâ) Äîêàæèòå èëè îïðîâåðãíèòå ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:
a. Åñëè ó âåùåñòâåííîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íà ïëîñêîñòè åñòü îñîáàÿ òî÷-

êà, óñòîé÷èâàÿ ïî Ëÿïóíîâó, òî è ó å¼ ìàëîãî âîçìóùåíèÿ åñòü îñîáàÿ òî÷êà, óñòîé÷èâàÿ ïî
Ëÿïóíîâó.

b. Åñëè ó âåùåñòâåííîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íà ïëîñêîñòè åñòü àñèìïòîòè-
÷åñêè óñòîé÷èâàÿ îñîáàÿ òî÷êà, òî ó å¼ ìàëîãî âîçìóùåíèÿ åñòü îñîáàÿ òî÷êà, óñòîé÷èâàÿ ïî
Ëÿïóíîâó.

Îòâåò:
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Çàäà÷à 7. (20 áàëëîâ) Ðàññìîòðèì ñèñòåìó

ẋ = α + x2 − 4x, ẏ = −4y

a. Íàéòè çíà÷åíèå ïàðàìåòðà α = α∗, ïðè êîòîðîì ñèñòåìà íå ÿâëÿåòñÿ ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâîé
(ïðîèñõîäèò áèôóðêàöèÿ).

b. Íàðèñîâàòü ýñêèçû ôàçîâûõ ïîðòðåòîâ ñèñòåìû ïðè α < α∗, α = α∗, α > α∗.

Îòâåò:
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Çàäà÷à 8. (20 áàëëîâ)
Ðàññìîòðèì ñèñòåìó {

ẋ = −5y − 7 ln (x)− 10;

ẏ = −5x− 21y2 − 91y − 93.

a. Ïîñòðîèòü ýñêèç ôàçîâîãî ïîðòðåòà ñèñòåìû âáëèçè îñîáîé òî÷êè (1,−2).
b. ßâëÿåòñÿ ëè ýòà îñîáàÿ òî÷êà óñòîé÷èâîé ïî Ëÿïóíîâó? Àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâîé? Îòâåò

îáîñíîâàòü.
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