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Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ

Äîìàøíåå çàäàíèå �2: Ïåðâûå èíòåãðàëû, îäíîðîäíûå óðàâíåíèÿ è âñå-âñå-âñå

È. À. Õîâàíñêàÿ, È. Â. Ùóðîâ, Ï. Ô. Ñîëîìàòèí, À. Ïåòðèí, Í. Ñîëîäîâíèêîâ

Ôàìèëèÿ è èìÿ ñòóäåíòà: Áóòêîâ Ìèõàèë Âàñèëüåâè÷

Íàïîìèíàåì âàì, ÷òî êóäà ëó÷øå âîîáùå íå ñäàâàòü çàäàíèå èëè ñäàòü ÷àñòè÷íî ñäåëàííîå
çàäàíèå, ÷åì ñäàòü õîòÿ áû ÷àñòè÷íî ñïèñàííûé òåêñò.

Çàäà÷à 1. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå: ẋ =
1
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t
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a. Íàéòè îáùèé âèä ðåøåíèé.
b. Âûðàçèòü ÿâíî ðåøåíèÿ ñî ñëåäóþùèìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè. Óêàçàòü îáëàñòü îïðåäå-

ëåíèÿ êàæäîãî ðåøåíèÿ. Ïîñòðîèòü ñîîòâåòñòâóþùèå èíòåãðàëüíûå êðèâûå.

• x(1) = 1,

• x(1) = −1,

• x(−1) = 1,

• x(−1) = −1,

• x(1) = 0,

• x(−1) = 0

Çàäà÷à 2. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå: ẋ = −4
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a. Íàéòè îáùèé âèä ðåøåíèé.
b. Âûðàçèòü ÿâíî ðåøåíèÿ ñî ñëåäóþùèìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè. Óêàçàòü îáëàñòü îïðåäå-

ëåíèÿ êàæäîãî ðåøåíèÿ. Ïîñòðîèòü ñîîòâåòñòâóþùèå èíòåãðàëüíûå êðèâûå.

• x(1) = 1,

• x(1) = −1,

• x(−1) = 1,

• x(−1) = −1,

• x(1) = 0,

• x(−1) = 0

Çàäà÷à 3. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå: ẋ = −1
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a. Íàéòè îáùèé âèä ðåøåíèé.
b. Âûðàçèòü ÿâíî ðåøåíèÿ ñî ñëåäóþùèìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè. Óêàçàòü îáëàñòü îïðåäå-

ëåíèÿ êàæäîãî ðåøåíèÿ. Ïîñòðîèòü ñîîòâåòñòâóþùèå èíòåãðàëüíûå êðèâûå.

• x(0) = 2,

• x(0) = −1

Çàäà÷à 4. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå: ẋ =
1
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a. Íàéòè îáùèé âèä ðåøåíèé.
b. Âûðàçèòü ÿâíî ðåøåíèÿ ñî ñëåäóþùèìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè. Óêàçàòü îáëàñòü îïðåäå-

ëåíèÿ êàæäîãî ðåøåíèÿ. Ïîñòðîèòü ñîîòâåòñòâóþùèå èíòåãðàëüíûå êðèâûå.

• x(0) = 2,

• x(0) = −1

Çàäà÷à 5. [1] Ïðîñòåéøàÿ, ñàìàÿ ãðóáàÿ ìîäåëü, îïèñûâàþùàÿ áîðüáó äâóõ âèäîâ � õèùíèêà è
æåðòâû � ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ðàññìîòðèì ïðóä, â êîòîðîì æèâóò ðûáû äâóõ âèäîâ � ñêàæåì,
êàðàñè è ùóêè. Åñëè áû ùóê íå áûëî, êàðàñè ðàçìíîæàëèñü áû ýêñïîíåíöèàëüíî, ñî ñêîðîñòüþ
ẋ = kx, ïðîïîðöèîíàëüíîé èõ êîëè÷åñòâó x (ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ñóììàðíàÿ ìàññà êàðàñåé
ìíîãî ìåíüøå ìàññû ïðóäà). Åñëè y � êîëè÷åñòâî ùóê, òî ñëåäóåò ó÷åñòü êàðàñåé, ñúåäåííûõ
ùóêàìè. Ìû ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÷èñëî âñòðå÷ êàðàñåé ñî ùóêàìè ïðîïîðöèîíàëüíî êàê ÷èñëó
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êàðàñåé, òàê è ÷èñëó ùóê: òîãäà äëÿ ñêîðîñòè èçìåíåíèÿ ÷èñëà êàðàñåé ïîëó÷èì óðàâíåíèå
ẋ = kx− axy.

×òî êàñàåòñÿ ùóê, òî áåç êàðàñåé îíè âûìèðàþò: ẏ = −ly, â ïðèñóòñòâèè æå êàðàñåé íà÷è-
íàþò ðàçìíîæàòüñÿ ñî ñêîðîñòüþ, ïðîïîðöèîíàëüíîé ÷èñëó ñúåäåííûõ êàðàñåé: ẏ = −ly + bxy.

Ìû ïðèõîäèì, òàêèì îáðàçîìá ê ñèñòåìå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïðîñòåéøåé ìîäåëè
ñèñòåìû õèùíèê-æåðòâà (ìîäåëè Ëîòêè�Âîëüòåððà):{

ẋ = kx− axy,

ẏ = −ly + bxy.
(1)

Çäåñü a, b, k, l � ïîëîæèòåëüíûå ïàðàìåòðû, ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì ÿâëÿåòñÿ ïåðâàÿ ÷åòâåðòü
x > 0, y > 0.

Ïóñòü a = 3, b = 4, k = 3 è l = 2.
a. Íàéòè âñå òî÷êè ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðûõ ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâíà íóëþ (îñîáûå òî÷-
êè).

b. Íàðèñîâàòü âåêòîðíîå ïîëå (1). Îòìåòèòü êðèâûå (èçîêëèíû), íà êîòîðûõ âåêòîðû âåêòîð-
íîãî ïîëÿ íàïðàâëåíû ãîðèçîíòàëüíî è âåðòèêàëüíî.

c. Íàéòè è íàðèñîâàòü åù¼ îäíó èçîêëèíó, ÿâëÿþùóþñÿ ïðÿìîé (íå âåðòèêàëüíîé è íå ãîðè-
çîíòàëüíîé).

d. Çàïèñàòü íåàâòîíîìíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, èíòåãðàëüíûå êðèâûå êîòîðîãî ñîâ-
ïàäàþò ñ ôàçîâûìè êðèâûìè ñèñòåìû (1).

e. Ðåøèòü ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå.
f. Íàéòè ïåðâûé èíòåãðàë H(x, y) äëÿ ñèñòåìû (1).
g. Íàéòè âñå òî÷êè ìèíèìóìà H(x, y).
h. Ïóñòü îäíà èç òî÷åê ìèíèìóìà, íàéäåííûõ â ïðåäûäóùåì ïóíêòå, èìååò êîîðäèíàòû (x0, y0).

Íàðèñîâàòü ãðàôèêè ôóíêöèé f(x) = H(x, y0) è g(y) = H(x0, y).
i. Íàðèñîâàòü ïðèìåðíî íåñêîëüêî ôàçîâûõ êðèâûõ ñèñòåìû (1). Íàðèñîâàòü âñå ôàçîâûå
êðèâûå, ñîîòâåòñòâóþùèå ïîñòîÿííûì ðåøåíèÿì (ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, îíè æå îñîáûå
òî÷êè).

j. Ñóùåñòâóþò ëè ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1)?
k. Ñóùåñòâóþò ëè ðåøåíèÿ, íå ÿâëÿþùèåñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè?
l. Ñóùåñòâóþò ëè íåîãðàíè÷åííûå ðåøåíèÿ (òî åñòü ðåøåíèÿ, òðàåêòîðèþ êîòîðûõ íåëüçÿ
ïîìåñòèòü íè â êàêîé êðóã íà ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå)?

Îïðåäåëåíèå 1. Ôóíêöèÿ F (x, y) íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíîé, åñëè F (λx, λy) = F (x, y) äëÿ ëþáûõ
x, y. Óðàâíåíèå y′ = F (x, y) íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíûì, åñëè â ïðàâîé ÷àñòè ñòîèò îäíîðîäíàÿ
ôóíêöèÿ.

Çàäà÷à 6. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

y′ =
x3 − x2y − 6xy2 + 12y3

−x3 − 6x2y + 12xy2
(2)

a. Íàðèñîâàòü òðè ðàçëè÷íûå èçîêëèíû äëÿ óðàâíåíèÿ (2).
b. Ïîêàçàòü, ÷òî óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì.
c. Íàðèñîâàòü ýñêèç ïîëÿ íàïðàâëåíèé äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ.
d. Ðàññìîòðèì çàìåíó z = y/x. Âî êàêèå êðèâûå ïåðåéäóò èçîêëèíû, íàéäåííûå â ïóíêòå a, â

êîîðäèíàòàõ (z, x)? Íàðèñóéòå èõ.
e. Çàïèøèòå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå íà íîâóþ íåèçâåñòíóþ ôóíêöèþ z.
f. Ðåøèòå óðàâíåíèå (2).

ñòð. 2 èç 3 Ôàìèëèÿ è èìÿ ñòóäåíòà: Áóòêîâ Ìèõàèë Âàñèëüåâè÷
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Çàìå÷àíèå 2. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì (ñ ïîìîùüþ çàìåíû z = y/x) ìîæíî ëþáîå îäíîðîäíîå
óðàâíåíèå ñâåñòè ê óðàâíåíèþ ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè.

Çàäà÷à 7. Íàéäèòå óðàâíåíèå ôàçîâûõ êðèâûõ (äëÿ ñèñòåì àâòîíîìíûõ óðàâíåíèé) èëè óðàâ-
íåíèå èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ (äëÿ íåàâòîíîìíûõ óðàâíåíèé). Äîïóñêàåòñÿ íåÿâíîå çàäàíèå êðè-
âûõ.
a. y′ = y

(
−4x3 + cos (x)

)
+
(
−15x4 + cos (x)

)
e−x

4+sin (x)

b. dx (−5x4y3 sin
(
x5 + y3

)
) + dy (3y2

(
−y3 sin

(
x5 + y3

)
+ cos

(
x5 + y3

))
) = 0

c. −dx
(
x3 − x2y − 6xy2 − 15y3

)
+ dy

(
−x3 − 6x2y − 15xy2

)
= 0

d.

{
ẋ = y3

(
5y5 cos

(
x2 + y5

)
+ 4 sin

(
x2 + y5

))
ẏ = −2xy4 cos

(
x2 + y5

)
e.

{
ẋ = −2x3 − 4x2y + 12xy2

ẏ = x3 − 2x2y − 4xy2 + 12y3
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