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интеграл. (14.10.2025)
Д.А. Филимонов

КРАТКИЙ КОНСПЕКТ

Интегрирование по частям

Формула производной произведения: (𝑢𝑣)′ = 𝑢′𝑣 + 𝑢𝑣′ ⇒ 𝑢𝑣′ = (𝑢𝑣)′ − 𝑢′𝑣
Проинтегрируем и вспомним, что

∫︀
𝑓 ′(𝑥) d𝑥 = 𝑓(𝑥) + 𝐶:∫︁

𝑢(𝑥)𝑣′(𝑥) d𝑥 = 𝑢(𝑥) · 𝑣(𝑥)−
∫︁

𝑢′(𝑥)𝑣(𝑥) d𝑥

Константу не пишем, потому что в обеих частях равенства есть знак интеграла. Более
короткая запись: ∫︁

𝑢𝑣′ d𝑥 = 𝑢𝑣 −
∫︁

𝑢′𝑣 d𝑥

Это формула интегрирования по частям.
Иногда в литературе можно встретить другую формулу. Вспомним, что 𝑑(𝑓(𝑥)) = 𝑓 ′(𝑥) d𝑥.

Значит 𝑣′ d𝑥 = 𝑑𝑣, а 𝑢′ d𝑥 = 𝑑𝑢:
∫︀
𝑢 𝑑𝑣 = 𝑢𝑣 −

∫︀
𝑣 𝑑𝑢. Однако, эта форма неудобна при

решении задач.
Составим таблицу функций 𝑢 и 𝑣 так, что функции 𝑢(𝑥) при дифференцировании упро-

щаются, а функции 𝑣(𝑥) не ухудшаются:

𝑢(𝑥) 𝑣(𝑥)
удобно дифференцировать удобно интегрировать

𝑥𝑛 𝑒𝑥

ln𝑥 sin𝑥
arcsin𝑥 cos𝑥
arctg 𝑥 𝑥𝑛

sin𝑥
cos𝑥
𝑒𝑥

Примеры

∫︁
𝑥 sin𝑥 d𝑥 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ 𝑢 = 𝑥
𝑣′ = sin𝑥
𝑢′ = 1
𝑣 = (− cos𝑥)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ = 𝑥 · (− cos𝑥)−

∫︁
1 · (− cos𝑥) d𝑥 = −𝑥 cos𝑥+

∫︁
cos𝑥 d𝑥 =

= −𝑥 cos𝑥+ sin𝑥+ 𝐶
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∫︁
ln𝑥 d𝑥 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ 𝑢 = ln𝑥
𝑣′ = 1
𝑢′ = 1

𝑥
𝑣 = 𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ = 𝑥 · ln𝑥−

∫︁
1

𝑥
𝑥 d𝑥 = 𝑥 · ln𝑥−

∫︁
1 d𝑥 = 𝑥 · ln𝑥− 𝑥+ 𝐶

∫︁
𝑒𝑥 cos𝑥 d𝑥 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ 𝑢 = cos𝑥
𝑣′ = 𝑒𝑥

𝑢′ = − sin𝑥
𝑣 = 𝑒𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ = cos𝑥 · 𝑒𝑥 −

∫︁
(− sin𝑥) · 𝑒𝑥 d𝑥 =

⎡⎢⎢⎣
𝑢 = − sin𝑥
𝑣′ = 𝑒𝑥

𝑢′ = cos𝑥
𝑣 = 𝑒𝑥

⎤⎥⎥⎦ =

= cos𝑥 · 𝑒𝑥 + (− sin𝑥 · 𝑒𝑥 −
∫︁
(cos𝑥) · 𝑒𝑥 d𝑥⏟  ⏞  

изначальный интеграл

)

⇒ 2 ·
∫︁

(cos𝑥) · 𝑒𝑥 d𝑥 = cos𝑥 · 𝑒𝑥 − sin𝑥 · 𝑒𝑥 ⇒
∫︁
(cos𝑥) · 𝑒𝑥 d𝑥 =

cos𝑥 · 𝑒𝑥 − sin𝑥 · 𝑒𝑥

2

Определенный интеграл

Формула Ньютона-Лейбница:

𝑏∫︁
𝑎

𝑓(𝑥) d𝑥 = 𝐹 (𝑏)− 𝐹 (𝑎),

где 𝐹 ′(𝑥) = 𝑓(𝑥)

Обозначение 𝐹 (𝑥)

⃒⃒⃒⃒𝑏
𝑎

= 𝐹 (𝑏)− 𝐹 (𝑎). Читается как "в подстановке от 𝑎 до 𝑏".

Свойство:

𝑏∫︁
𝑎

𝑓(𝑥)d𝑥 =

𝑐∫︁
𝑎

𝑓(𝑥)d𝑥+

𝑏∫︁
𝑐

𝑓(𝑥)d𝑥

Пример: найти площадь под полуволной графика синуса

𝑆 =

𝜋∫︁
0

sin𝑥 d𝑥 = (− cos𝑥)

⃒⃒⃒⃒𝜋
0

= (− cos𝜋)− (− cos 0) = 1 + 1 = 2

Несобственные интегралы
+∞∫︁
𝑎

𝑓(𝑥) d𝑥 = lim
𝑏→∞

𝑏∫︁
𝑎

𝑓(𝑥) d𝑥

Примеры:
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+∞∫︁
1

d𝑥

𝑥3
= lim

𝑏→∞

∫︁ 𝑏

1

d𝑥

𝑥3
= lim

𝑏→∞

(︃(︂
− 1

2𝑥2

)︂⃒⃒⃒⃒𝑏
1

)︃
= lim

𝑥→∞

(︂(︂
− 1

2𝑏2

)︂
−
(︂
−1

2

)︂)︂
=

1

2

+∞∫︁
0

𝑒−𝑥 d𝑥 = lim
𝑏→∞

𝑏∫︁
0

𝑒−𝑥 d𝑥 = lim
𝑏→∞

(︃(︂
− 1

𝑒𝑥

)︂⃒⃒⃒⃒𝑏
0

)︃
= lim

𝑥→∞

(︂(︂
− 1

𝑒𝑏

)︂
−
(︂
− 1

𝑒0

)︂)︂
= 1

Если особенностей две, надо разделить интеграл (𝑎 - любое число):

+∞∫︁
−∞

𝑓(𝑥) d𝑥 =

𝑎∫︁
−∞

𝑓(𝑥) d𝑥+

+∞∫︁
𝑎

𝑓(𝑥) d𝑥

Иногда интеграл по всей прямой расходится (отдельные интегралы по лучам стремятся
к ∞), но если взять единый предел, ответ все же получить можно. Такой способ подсчета
называется интеграл в смысле главного значения:

v.p.

+∞∫︁
−∞

𝑓(𝑥) d𝑥 = lim
𝑅→∞

+𝑅∫︁
−𝑅

𝑓(𝑥) d𝑥
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