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Задача 1. Представить в виде СДНФ
(a) 𝑥 ∨ 𝑦;
(b) (𝑥1 ∨ 𝑥2) → 𝑥3;
(c) (01010001);
(d) (𝑥1 ⊕ 𝑥2)(𝑥3 → 𝑥2𝑥4);

Задача 2. Представить в виде СКНФ
(a) 𝑥1 ⊕ 𝑥2;
(b) 𝑥1𝑥2 ∨ 𝑥1𝑥3 ∨ 𝑥2𝑥3;
(c) (00101110).

Задача 3. Написать формулу, использующую только функции 𝑥&𝑦, 𝑥 ⊕ 𝑦 и 1, а затем
упростить её, для функций
(a) 𝑥 ∨ 𝑦 ∨ 𝑧;
(b) 𝑥𝑦 ∨ 𝑥𝑧 ∨ 𝑦𝑧.

Задача 4. Выразима ли функция 𝑥⊕ 𝑦 через функцию 𝑥 → 𝑦?

Задача 5. (a) Выразить функцию 𝑥 ↓ 𝑦 через функцию 𝑥 | 𝑦.
(b) Выразить функцию 𝑥 ↓ 𝑦 через функцию 𝑥 | 𝑦 c использованием минимально возмож-

ного числа операций (связок) 𝑓 | 𝑔.

Задача 6. Напишите отрицания к следующим утверждениям.
(a) Сегодня хорошая погода.
(b)

√
𝜋4 + 1 > 10.

(c) Если завтра будет хорошая погода, то я пойду гулять в парк.

Задача 7. На аварийном пульте системы расположены 4 ламочки: 𝐿1, 𝐿2, 𝐿3, 𝐿4. Система
выключается только в том случае, когда выполняется одно из следующих условий:
(a) загорелась 𝐿1, но не загорелась 𝐿2;
(b) загорелись 𝐿2 и 𝐿3, но не горит 𝐿4;
(c) загорелась 𝐿4 и не горит 𝐿1.

(a) Построить таблицу функции 𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4), характеризующей условия выключения
системы.

(b) Построить формулу этой функции.

Задача 8. Три друга — Пётр, Роман и Сергей — учатся на математическом, физическом
и химическом факультетах. Если Пётр математик, то Сергей не физик. Если Роман не
физик, то Пётр математик. Если Сергей не математик, то Роман — химик. Сможете ли вы
определить специальности каждого?

Задача 9. Одного из близнецов зовут Ваня, другого — Витя. Один из братьев всегда
говорит правду, а другой всегда лжет. Можно задать один вопрос одному из братьев, на
который тот ответит «да» или «нет». Выясните, кого из близнецов как зовут.
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Задача 10. Пусть 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) и 𝑔(𝑦1, . . . , 𝑦𝑚) — произвольные функции алгебры логики,
существенно зависящие от всех своих переменных. Показать, что функция

ℎ(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛−1, 𝑦1, . . . , 𝑦𝑚) = 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛−1, 𝑔(𝑦1, . . . , 𝑦𝑚))

также существенно зависит от всех своих переменных.

Задача 11. Число наборов из 𝐵𝑛, на которых булева функция 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) принимает
единичные значения, называется весом функции 𝑓 и обозначается через ‖𝑓‖. Показать, что
если 𝑓 существенно зависит ровно от 𝑘 переменных, то ‖𝑓‖ делится на 2𝑛−𝑘.

Задача 12 (*). Пусть 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) — булева функция, существенно зависящая от всех
переменных. Доказать, что для любого 𝑘 = 1, . . . , 𝑛 − 1 в 𝑓 можно так выбрать 𝑛 − 𝑘
переменных и так подставить вместо них значения 0 и 1, что получившаяся булева функция
будет существенно зависеть от всех оставшихся 𝑘 переменных.

Задача 13. Функция называется симметрической, если она не меняется при любой пере-
становке своих аргументов. Найти число 𝑛-местных симметрических функций.

Задача 14. Показать, что любая симметрическая функция, отличная от константы, суще-
ственно зависит от всех своих переменных.

Задача 15 (*). a) Показать, что любая булева функция от трех переменных может быть
получена из симметрической функции от семи переменных отождествлением переменных;
b) Показать, что любая булева функция может быть получена из симметрической функции
отождествлением переменных.

Задача 16. Написать формулу, использующую только функции 𝑥&𝑦, 𝑥∨𝑦 и 𝑥 для функций
от переменных 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, принимающих значение 1 только на наборах
(a) (1001);
(b) (0000), (1010), (1111).

Задача 17. Построить формулу над 𝑃2(2) (все функции алгебры логики, зависящие от двух
переменных), реализующую функцию 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑦1, . . . , 𝑦𝑛), которая принимает значение
1 тогда и только тогда, когда |�̃�| < |𝑦| (где |�̃�| — число, двоичная запись которого задается
набором �̃� = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛); старшие разряды расположены слева).

Задача 18 (*). Найти число функций 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) таких, что

𝑓(𝑥1 → 𝑦1, . . . , 𝑥𝑛 → 𝑦𝑛) = 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) → 𝑓(𝑦1, . . . , 𝑦𝑛).

Задача 19. Доказать, что некоторая переменная является существенной для булевой функ-
ции тогда и только тогда, когда она входит в её полином Жегалкина.

Задача 20 (*). Показать, что полином Жегалкина для функции 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) содержит
слагаемое 𝑥1𝑥2 . . . 𝑥𝑛 тогда и только тогда, когда 𝑓 имеет нечетный вес.

Задача 21 (*). Степенью полинома Жегалкина называется максимальная длина содержа-
щихся в нем слагаемых. Доказать, что функция от 𝑛 переменных, реализуемая полиномом
Жегалкина степени 𝑘, принимает каждое из значений 0, 1 на не менее чем 2𝑛−𝑘 наборах.

Задача 22. Найти число различных полиномов Жегалкина степени 𝑟 от 𝑛 переменных.
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Задача 23 (*). Доказать, что из любого полинома Жегалкина от 𝑛 переменных степени
𝑘; 𝑘 ≥ 3, путем отождествления переменных можно получить полином Жегалкина степени
в точности 𝑘 − 1.

Задача 24. Выразима ли функция 𝑥⊕ 𝑦 через функцию 𝑥 → 𝑦?

Задача 25. Используя язык функций алгебры логики, докажите равенства
(a) 𝐴∖(𝐴∖𝐵) = 𝐴 ∩𝐵;
(b) 𝐵 ∪ (𝐴∖𝐵) = 𝐴 ∪𝐵;
(c) (𝐴∖𝐵) ∩ ((𝐴 ∪𝐵)∖(𝐴 ∩𝐵)) = 𝐴∖𝐵;
(d) (𝐴 ∩𝐵)∖𝐶 = (𝐴∖𝐶) ∩ (𝐵∖𝐶).

Задача 26. Пусть 𝑥, 𝑦, 𝑧 — целые числа, для которых истинно высказывание

(𝑥 = 𝑦)&((𝑦 < 𝑥) → (2𝑧 > 𝑥))&((𝑥 < 𝑦) → (𝑥 > 2𝑧)).

Чему равно 𝑥, если 𝑧 = 7, 𝑦 = 16?

Задача 27. Проследите за следующими рассуждениями. Сначала убеждаемся в истинно-
сти при произвольных 𝐴 и 𝐵 утверждения

(𝐴 → 𝐵) ∨ (𝐵 → 𝐴).

Теперь возьмем произвольный угол. Пусть 𝐴 — утверждение «косинус угла не превосходит
0», а 𝐵 — «синус угла не превосходит 0». Утверждение «если косинус угла не превосходит
0, то синус угла не превосходит 0», очевидно, ложно; тогда истинным должно быть утвер-
ждение «если синус угла не превосходит 0, то косинус угла не превосходит 0», но оно также
ложно. То есть оба утверждения в проверенной дизъюнкции ложны (при некотором выборе
утверждений 𝐴 и 𝐵), но сама дизъюнкция истинна! Найдите ошибку в рассуждениях.
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