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Семинар 1. Основные понятия, автономные уравнения на прямой (26.10.2020)
И. Щуров

Задача 1. Для каждого уравнения построить его поле направлений. Пользуясь 
полем направлений, нарисовать эскизы интегральных кривых. Угадать общее ре-
шение, построить «настоящие» интегральные кривые и сравнить с эскизом.

(a) \displaystyle \dot x=0  ;

(b) \displaystyle \dot x=-1  ;

(c) \displaystyle \dot x=2t  ;

(d) \displaystyle \dot x=\frac {x}{t}



;

(e) \displaystyle \dot x = -\frac {x}{t} 


;

(f) \displaystyle \dot x = -\frac {t}{x}  


;

(g) (*) \displaystyle \dot x = \frac {2x}{t}



.

Задача 2. [2] Рассмотрим задачу роста популяции, аналогичную разобранной на 
лекции. Предположим, что из-за ограниченности ресурсов коэффициент прироста 
(доля популяции, воспроизводящаяся за единицу времени) не является постоян-
ным, а зависит от x как линейная функция: a-bx  . (С ростом x всё меньшему 
числу особей удаётся найти достаточно ресурсов, чтобы продолжить род.) Пусть 
a=b=1    . Записать дифференциальное уравнение, описывающее данную модель. 
Построить поле направлений. Найти все постоянные решения (состояния равнове-
сия). Найти все решения (осторожно с раскрытием модулей в логарифмах — не 
упустите ничего!) Что вы можете сказать про состояния равновесия: к каким из 
них траектория приближается с течением времени, а от каких убегает?

Задача 3. [2], см. также [4] и [5]. Предположим, что скорость прироста популяции 
пропорциональна не числу особей, а квадрату числа особей. Составить и решить 
соответствующее уравнение, построить поле направлений и интегральные кривые. 
Что вы можете сказать о вертикальных асимптотах решения? Какую интерпрета-
цию этого явления вы можете привести? Что вы можете сказать об области опре-
деления решений?

Задача 4. Решая уравнение y'=y   с начальным условием y(0)=1   методом Эйлера 
и устремляя шаг к нулю, найти выражение для числа e.

Задача 5. Реализуйте на любом языке программирования (например, на Python) 
функцию для решения дифференциальных уравнений методом Эйлера. С помощью 
этой функции постройте приближения к графикам решений уравнений:
(a) \protect \dot  x = x^2  ;
(b) \protect \dot  x = x  ;
(c) уравнений из всех предыдущих задач.

Сопоставьте результаты с полученные теоретически. Проследите, как приближения 
зависят от выбора числа отрезков разбиения.
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Задача 6. [6] Найти все1 решения уравнений. Также найти явно все решения с 
заданными начальными условиями, если они указаны.

(a) y'=x^2  .
(b) y'=e^x  .
(c) y'=e^y  .
(d) \protect \dot  x=t^2+1    , x(1)=2 
(e) \protect \dot  x=2x+t    , x(0)=-1/4   (подсказ-

ка: рассмотреть замену z=2x+t    ). 
Построить поле направлений и эс-

киз интегральных кривых.
(f) \protect \dot  x=x^2+1    .
(g) \protect \dot  x=x\ln x   , x>0  .
(h) \protect \dot  x=10^x  .
(i) \protect \dot  x=1/(t+2x)    ; x(0)=-1  . Постро-

ить поле направлений и эскиз инте-
гральных кривых.
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1Строго говоря, мы ещё не обсуждали теорему, которая бы позволила доказать, что найдены 
действительно все решения; найдите по крайней мере все решения, которые можно найти с помощью 
методов, обсуждавшихся на лекции.
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