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Замечание 1. Существует несколько способов записывать дифференциальные уравнения. На лек-
циях мы пользовались в основном обозначением �̇� = 𝑓(𝑥, 𝑡). В дальнейшем мы будем также часто
обозначать независимую переменную через 𝑥, а искомую функцию через 𝑦, и записывать уравне-
ние в виде 𝑦′ = 𝑓(𝑥, 𝑦) или 𝑑𝑦/𝑑𝑥 = 𝑓(𝑥, 𝑦). Потом мы будем пользоваться и другими способами
записи.

Определение 1. Геометрическое место точек плоскости (𝑥, 𝑦), в которых наклон касательных к
решениям уравнения 𝑦′ = 𝑓(𝑥, 𝑦) один и тот же, называется изоклиной. Уравнение изоклины имеет
вид 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑘, где 𝑘 — постоянная.

Задача 1. Начертить несколько разных изоклин для следующих уравнений. Затем начертить эс-
кизы интегральных кривых.

(a) 𝑦′ = 2𝑥− 𝑦.

(b) 𝑦′ = 𝑦 − 𝑥2.

(c) 𝑦′ = 𝑥2+𝑦2

2 − 1.

(d) 𝑦𝑦′ + 𝑥 = 0.
(e) 𝑥𝑦′ = 2𝑦.
(f) 𝑥𝑦′ + 𝑦 = 0.
(g) 𝑦′ = 𝑦

𝑥+𝑦 .

Задача 2. [1], см. также [2] и [3]. Предположим, что скорость прироста популяции пропорциональна
не числу особей, а квадрату числа особей. Составить и решить соответствующее уравнение, постро-
ить поле направлений и интегральные кривые. Что вы можете сказать о вертикальных асимптотах
решения? Какую интерпретацию этого явления вы можете привести? Что вы можете сказать об
области определения решений?

Задача 3. Решая уравнение 𝑦′ = 𝑦 с начальным условием 𝑦(0) = 1 методом Эйлера и устремляя
шаг к нулю, найти выражение для числа 𝑒.

Задача 4. [4] Найти все1 решения уравнений. Также найти явно все решения с заданными началь-
ными условиями, если они указаны.

(a) 𝑦′ = 𝑥2.
(b) 𝑦′ = 𝑒𝑥.
(c) 𝑦′ = 𝑒𝑦.
(d) �̇� = 𝑡2 + 1, 𝑥(1) = 2
(e) �̇� = −3𝑥, 𝑥(3) = 10.
(f) �̇� = 2𝑥+𝑡, 𝑥(0) = −1/4 (подсказка: рассмот-

реть замену 𝑧 = 2𝑥+ 𝑡). Построить поле на-
правлений и эскиз интегральных кривых.

(g) �̇� = 𝑥2 + 1.

(h) �̇� = 𝑥 ln𝑥, 𝑥 > 0.

(i) �̇� = 10𝑥.

(j) �̇� = 1/(𝑡 + 2𝑥); 𝑥(0) = −1. Построить по-
ле направлений и эскиз интегральных кри-
вых.

(k) �̇� = cos(𝑥− 𝑡).

Определение 2. Дифференциальное уравнение вида

𝑦′ =
𝑓(𝑦)

𝑔(𝑥)
(1)

называется дифференциальным уравнением с разделяющимися переменными.

1Строго говоря, мы ещё не обсуждали теорему, которая бы позволила доказать, что найдены действительно все

решения; найдите по крайней мере все решения, которые можно найти с помощью методов, обсуждавшихся на лекции.
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Замечание 2. Для уравнений с разделяющимися переменными есть явный алгоритм отсыкания
решений (правда, иногда эти решения могут будут заданы неявной функцией).

Запишем уравнение (1) в виде:
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑓(𝑦)

𝑔(𝑥)

Дальше магия (мы обсудим, какой смысл означает это равенство, когда освоимся с дифференци-
альными формами):

𝑑𝑦

𝑓(𝑦)
=

𝑑𝑥

𝑔(𝑥)

Интегрируем: ∫︁
𝑑𝑦

𝑓(𝑦)
=

∫︁
𝑑𝑥

𝑔(𝑥)

После интегрирования получается равенство, связывающее 𝑦 и 𝑥, то есть выражающее неявно
функцию 𝑦(𝑥).

Если была поставлена задача Коши с начальным условием 𝑦(𝑥0) = 𝑦0, решение можно запи-
сать в таком виде: ∫︁ 𝑦(𝑥)

𝑦0

𝑑𝑧

𝑓(𝑧)
=

∫︁ 𝑥

𝑥0

𝑑𝜉

𝑔(𝜉)
(2)

Задача 5. (*) Пусть 𝐹 (𝑦) =
∫︀ 𝑦

𝑦0

𝑑𝑧
𝑓(𝑧) и 𝑦 = 𝑦(𝑥) — некоторая функция.

(a) Найти 𝑑
𝑑𝑥𝐹 (𝑦(𝑥)) (выразить результат через 𝑓(𝑦(𝑥)) и 𝑦′(𝑥)).

(b) Дифференцируя обе части равенства (2) по переменной 𝑥, показать, что функция 𝑦(𝑥), удо-
влетворяющая (2), удовлетворяет также (1), то есть является решением исходного уравнения.

Задача 6. Найдите все2 решения уравнения с разделяющимися переменными. Нарисуйте соотвест-
вующее поле направлений и его интегральные кривые.

(a) 𝑦′ = 𝑦/𝑥;
(b) 𝑦′ = 2𝑦/𝑥;

(c) 𝑦′ = 𝑦/(2𝑥);
(d) 𝑦′ = −𝑦/𝑥;

(e) 𝑦′ = −𝑥/𝑦;
(f) 𝑦′ = 𝑥𝑦;

(g) 𝑦′ = −𝑥𝑦.

Задача 7. [4] Решите уравнения:

(a) (𝑥2 + 4)𝑦′ = 2𝑥𝑦;
(b) 𝑦′ = −𝑥𝑒𝑦;

(c) 𝑦′ ctg2(𝑥) + tg2(𝑦) = 0;
(d) 𝑥𝑦′ + 𝑦 = 𝑦2.
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