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Задача 1. Решить задачу Коши

(𝑥 + 1)𝑥̇ =
𝑥

1 + 𝑡2
𝑥(𝑡0) = 𝑥0

и провести полный анализ интегральных кривых:

∙ указать, для каких начальных данных решение (локально) существует, един-
ственно, неединственно;

∙ найти стационарные решения;
∙ исследовать интервалы монотонности, интервалы выпуклости, вогнутости, точ-
ки экстремума и точки перегиба;

∙ для каждого решения указать максимальные интервалы существования и найти
пределы 𝑥(𝑡) и 𝑥′(𝑡) при 𝑡 → 𝑎 и 𝑡 → 𝑏, где (𝑎, 𝑏) — соответствующий максималь-
ный интервал существования решения 𝑥(𝑡) (здесь 𝑎, 𝑏 могут быть ∞);

∙ исследовать, при каких значениях (𝑡0, 𝑥0) решение определено глобально, то есть
на всей оси 𝑡 ∈ R;

∙ нарисовать качественную картину траекторий в зависимости от (𝑡0, 𝑥0) .

Задача 2. Рассмотрим уравнение.

𝑥̇ =
√
𝑥𝑒𝑡

Пусть 𝐷 — открытая связная область 𝐷 = {(𝑡, 𝑥) ∈ R× (0,∞)}. Пусть 𝐷̄ = {(𝑡, 𝑥) ∈
R× [0,∞)}

∙ что вы можете сказать про существование и единственность решений в 𝐷, в 𝐷̄?
∙ есть ли стационарные решения в 𝐷̄?
∙ найти все решения задачи Коши с начальным условием (𝑡0, 𝑥0);
∙ для каких начальных условий (𝑡0, 𝑥0) они опеределены на всей прямой (𝑡 ∈ R), на
полуограниченном интервале времени, то есть для 𝑡 ∈ (𝑐,+∞) или 𝑡 ∈ (−∞, 𝑑)
𝑐, 𝑑 ∈ R, в 𝐷?

∙ можно ли продолжить решения, определенные на полуограниченном интервале
времени в𝐷, на всю прямую в область 𝐷̄? (Напоминание: решения — это гладкие
функции, для доопределения нужно проверить гладкость.)

∙ покажите теперь, что все решения в 𝐷̄ глобальны, то есть определены для 𝑡 ∈ R;
выпишите явную формулу для них;

∙ исследуйте интервалы монотонности, интервалы выпуклости, вогнутости, точки
экстремума и точки перегиба;

∙ представьте качественную картину траекторий в зависимости от (𝑡0, 𝑥0) .
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