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1 Замены координат

1.1 Векторные и ковекторные пространства

Задача 1. Рассмотрим векторное пространство 𝑉 и пространство всех линейных функционалов
(ковекторов) на 𝑉 , обозначаемое через 𝑉 *. Иными словами, 𝑉 * — это линейное пространство все-
возможных линейных отображений 𝑉 → R.

Пусть в пространстве 𝑉 задан базис (𝑒1, . . . , 𝑒𝑛). В пространстве 𝑉 * можно ввести двойственный
базис (𝑑𝑥1, . . . , 𝑑𝑥𝑛). По определению, 𝑑𝑥𝑖(𝑣) := 𝑣𝑖, где 𝑣 = 𝑣1𝑒1 + . . . 𝑣𝑛𝑒𝑛.

Пусть теперь в пространстве 𝑉 задан новый базис (𝑒′1, . . . , 𝑒
′
𝑛). Новый базис связан со старым с

помощью матрицы 𝐶: по столбцам этой матрицы записаны координаты новых базисных векторов
в старом базисе. С новым базисом в 𝑉 можно связать новый двойственный базис в 𝑉 *. Обозначим
его через (𝑑𝑦1, . . . , 𝑑𝑦𝑛).

Рассмотрим произвольный вектор 𝑢 = 𝑢1𝑒1 + . . . + 𝑢𝑛𝑒𝑛 = 𝑢′
1𝑒

′
1 + . . . + 𝑒′𝑛𝑒

′
𝑛 и произвольный

ковектор 𝜙 = 𝜙1𝑑𝑥1 + . . . 𝜙𝑛𝑑𝑥𝑛 = 𝜙′
1𝑑𝑦1 + . . . 𝜙′

𝑛𝑑𝑦𝑛. Значение 𝜙(𝑢) не зависит от выбора базиса.

(a) Как связаны (𝑢′
1, . . . , 𝑢

′
𝑛) и (𝑢1, . . . , 𝑢𝑛)? Запишите в матричной форме.

(b) Выразите значение 𝜙(𝑢) через координаты (𝑢1, . . . , 𝑢𝑛) и (𝜙1, . . . , 𝜙𝑛). Запишите в матричной
форме.

(c) Зная, как преобразуются координаты вектора, из условия «значение 𝜙(𝑢) не зависит от выбора
базиса», найдите, как будут меняться координаты ковектора. То есть выразите связь между
(𝜙1, . . . , 𝜙𝑛) и (𝜙′

1, . . . , 𝜙
′
𝑛). Запишите в матричной форме.

1.2 Точечно-векторные пространства

До сих пор в этом листке мы рассматривали линейные пространства, элементами которых были
векторы и линейные функционалы (ковекторы). Сейчас мы переходим к более сложно устроенным
пространствам, которые можно было бы назвать точечно-векторными. Такое пространство состоит
из точек, к каждой из которых можно прикладывать векторы. При этом векторы, приложенные к
одной и той же точке, можно между собой складывать (они образуют векторное пространство), но
векторы, приложенные к разным точкам, складывать нельзя.

Векторные поля, являющиеся правыми частями дифференциальных уравнений, «живут» в та-
ких точечно-векторных пространствах: в каждой точке фазового пространства приложен свой век-
тор. Дифференциальные формы также определены на точечно-векторных пространствах.

Если в точечно-векторном пространстве задана система координат, с ней естественным образом
связываются базисы в пространствах векторов и ковекторов, привязанных к каждой точке.

Посмотрим, как замены координат в точечно-векторных пространствах влияют на координаты
векторов и ковекторов, приложенных к разным точкам.

Задача 2. Рассмотрим единичное векторное поле на прямой: к каждой точке 𝑥 приложен единич-
ный вектор. Ему соответствует дифференциальное уравнение

�̇� = 1 (1)

Рассмотрим замену координат 𝑦 = 𝑔(𝑥). Выберем какую-нибудь точку 𝑃 с координатой 𝑥 = 𝑎.

(a) Найти координату точки 𝑃 в новой системе координат.
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(b) Найти вид уравнения (1) в новой системе координат. (Мы считаем, что это то же самое вектор-
ное поле, что и раньше, просто координаты изменились. Однако замена координат в разных
точках действует по-разному, поэтому то, что выглядело изначально как постоянное поле,
после изменения системы координат может выглядеть как непостоянное — в разных точках
базисы изменились по-разному.)

(c) Найти координаты вектора, приложенного к точке 𝑃 , в новой системе координат. (Напомним:
мы считаем, что векторы после замены остались теми же, просто их координаты изменились.)

(d) Проделать те же самые пункты с уравнением �̇� = 𝑣(𝑥) для произвольного векторного поля 𝑣.

Задача 3. Пусть на прямой задано произвольное векторное поле �̇� = 𝑣(𝑥) и произвольная 1-форма
𝜔 = 𝑏(𝑥)𝑑𝑥. Рассмотрим произвольную точку 𝑃 с координатой 𝑥 = 𝑎. Сделаем замену 𝑥 = ℎ(𝑢),
где ℎ — некоторый диффеоморфизм (гладкая обратимая функция с гладкой обратной), 𝑢 — новая
координата.

(a) Найти координату точки 𝑃 в новой системе координат.
(b) Найти координаты вектора векторного поля, приложенного к точке 𝑃 , в новой системе коор-

динат. (Вам понадобится теорема об обратной функции.)
(c) Пусть в новой системе координат форма 𝜔 записывается в виде �̃�(𝑢)𝑑𝑢. Найти, чему равняется

значение �̃� в точке 𝑃 .
(d) Как преобразуется дифференциальная 1-форма при замене координат?

2 Интегралы от форм

Задача 4. Определим интеграл от 1-формы следующим образом. Пусть ∆ = (𝑥0, 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛),
𝑥0 = 𝑎, 𝑥𝑛 = 𝑏, 𝑥𝑖 > 𝑥𝑖−1, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛 — произвольное разбиение отрезка [𝑎, 𝑏], |∆| — его диаметр
(длина самого длинного из отрезков разбиения). Тогда∫︁ 𝑏

𝑎

𝜔(𝑃, 𝑢) := lim
|Δ|→0

𝑛∑︁
𝑖=0

𝜔(𝑥𝑖,∆𝑥𝑖), (2)

где ∆𝑥𝑖 — вектор, отложенный от точки 𝑥𝑖, длина которого равна 𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖.
Проверьте, что

(a) Интеграл от формы 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 — это то же самое, что интеграл
∫︀ 𝑏

𝑎
𝑓(𝑥)𝑑𝑥 в привычном смысле.

(b) Формула, по которой меняется 1-форма при замене координат — это то же самое, что формула
замены переменной в интеграле.

Замечание 1. Теперь вы знаете страшную тайну: когда на первом курсе студентов учат инте-
грировать функции, их на самом деле учат интегрировать 1-формы. Именно отсюда в интеграле
присутствует обозначение типа 𝑑𝑥. Формула замены переменной в интеграле на самом деле не
имеет отношения к интегралу — она просто показыает, как меняются 1-формы. В некотором
смысле, форма позволяет добавить к функции ещё и способ измерения длин отрезочков на гори-
зонтальной оси, без которого нет никакой возможности говорить о площади.

3 Кривые и формы

Рассмотрим гладкую вектор-функцию 𝜉 : [0, 1] → R𝑛, 𝜉(𝑡) = (𝑥1(𝑡), . . . , 𝑥𝑛(𝑡)). Её образ — некоторая
кривая 𝛾 в пространстве R𝑛, если указать на этой кривой направление движения при возрастании 𝑡,
получим траекторию вектор-функции. Будем считать, что вектор-функция 𝜉 инъективна (не склеи-
вает точки), и значит у любой точки кривой ровно один прообраз. Заметим, что если рассматривать
кривую 𝛾 как просто множество точек (с заданным направлением движения), то её можно задавать
по-разному — например, для любого монотонно возрастающего диффеоморфизма ℎ : [0, 1] → [0, 1],
вектор-фукнция 𝜉(𝑠) = 𝜉(ℎ(𝑠)) задаёт ту же замую кривую 𝛾. Можно сказать, что 𝜉 и 𝜉 — некоторые
параметризации кривой 𝛾, а переход от 𝜉 к 𝜉 — репараметризация.
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Рассмотрим какую-нибудь точку 𝑃 на кривой 𝛾. Пусть 𝜉−1(𝑃 ) = 𝑡1. Тогда 𝜉(𝑡1) — вектор скоро-
сти, с которой точка 𝜉(𝑡) проходит точку 𝑃 . Будем считать, что вектор скорости всегда ненулевой.
Логично откладывать этот вектор от самой точки 𝑃 . Нетрудно поверить, что 𝜉(𝑡1) касается 𝛾 в
точке 𝑃 . Таким образом, параметризация кривой 𝛾 задаёт в каждой точке этой кривой вектор 𝜉.

Задача 5. Как поменяется вектор скорости, отложенный от точки 𝑃 , если мы сделаем репарамет-
ризацию?

Пусть теперь задана кривая 𝛾 и 1-форма 𝜔. Определим интеграл от 𝜔 по 𝛾 следующим образом.
Возьмём любую параметризацию 𝛾, обозначим её через 𝜉(𝑡). Теперь положим:∫︁

𝛾

𝜔 :=

∫︁ 1

0

𝜔(𝜉(𝑡), 𝜉(𝑡))𝑑𝑡,

где в правой части — обычный интеграл.

Задача 6. Докажите, что интеграл от формы по кривой не меняется при репараметризации кривой,
сохраняющей направление движения.

Задача 7. Что произойдёт с интегралом, если разрешить репараметризации менять направление
движения, то есть вместо монотонно возрастающих функций ℎ брать монотонно убывающие?

Задача 8. Докажите, что это определение интеграла от формы в случае одномерного пространства
эквивалентно (2).

Задача 9. Найти интеграл от формы 𝑦2 𝑑𝑥− 𝑥𝑦 𝑑𝑦 по прямолинейному отрезку [(0, 0), (2, 1)].
Подсказка: параметризуйте как-нибудь этот отрезок.

Задача 10. Пусть 𝜔 = 𝑥 𝑑𝑦. Рассмотрим точки 𝐴 = (−1,−1), 𝐵 = (−1, 1), 𝐶 = (1, 1), 𝐷 = (1,−1).
Найти интеграл от формы 𝜔 по

(a) отрезку [𝐴,𝐵];
(b) отрезку [𝐵,𝐶];
(c) ломаной 𝐴−𝐵 − 𝐶;
(d) отрезку [𝐴,𝐶];
(e) квадрату 𝐴−𝐵 − 𝐶 −𝐴;
(f) какому-нибудь другому квадрату.

Задача 11. В чём геометрический смысл интеграла по замкнутой кривой от формы 𝑥 𝑑𝑦? А от
формы 𝑦 𝑑𝑥?

Задача 12. На плоскости R2 задана система координат (𝑥, 𝑦). Рассмотрим 1-форму 𝜔 = 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥.
Пусть кривая 𝛾 на плоскости задаётся как график дифференцируемой функции 𝑦 = 𝑔(𝑥) на отрезке
[𝑎, 𝑏]. Выразите интеграл

∫︀
𝛾
𝜔 через интеграл от функции 𝑓 .

4 Обоснование метода решения уравнений с разделяющимися

переменными

Итак, мы, наконец, готовы разобраться с магией в методе разделения переменных. Пусть дано
уравнение

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑓(𝑦)

𝑔(𝑥)
. (3)

Пусть некоторая кривая 𝛾 является его интегральной кривой. Зададим какую-нибудь параметри-
зацию 𝜉(𝑠) = (𝑥(𝑠), 𝑦(𝑠)) кривой 𝛾.
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Задача 13. Рассмотрим выражение 𝑑𝑦(𝜉(𝑠),𝜉(𝑠))

𝑑𝑥(𝜉(𝑠),𝜉(𝑠))
. Каков его геометрический смысл?

Рассмотрим теперь уравнение
𝑑𝑦

𝑓(𝑦)
− 𝑑𝑥

𝑔(𝑥)
= 0. (4)

В левой части записана дифференциальная 1-форма, обозначим её через 𝜔. Назовём решением этого
уравнения такую кривую 𝛾, что для любой её параметризации 𝜉(𝑠), 𝜔(𝜉(𝑠), 𝜉(𝑠)) = 0 для всех 𝑠.

Задача 14. Докажите, что интегральная кривая дифференциального уравнения (3) в обычном для
нас смысле является интегральной кривой (4).

Замечание 2. Уравнение (4) можно переписать в виде:

𝑑𝑦

𝑓(𝑦)
=

𝑑𝑥

𝑔(𝑥)
. (5)

В левой и правой части стоят дифференциальные 1-формы. Кривая 𝛾 является решением этого
уравнения, если для любой её параметризации 𝜉(𝑠),

𝑑𝑦(𝜉(𝑠), 𝜉(𝑠))

𝑓(𝑦)
=

𝑑𝑥(𝜉(𝑠), 𝜉(𝑠))

𝑔(𝑥)
.

для всех 𝑠.

Задача 15. Докажите, что если кривая 𝛾 является решением уравнения (4), то∫︁
𝛾

𝑑𝑦

𝑓(𝑦)
=

∫︁
𝛾

𝑑𝑥

𝑔(𝑥)
. (6)

Задача 16. Пусть кривая 𝛾 задаётся как график функции 𝑦 = 𝑦(𝑥), заданной на некотором отрезке
[𝑥0, 𝑥1], и при этом является решением уравнения (4). Докажите с помощью задач 12 и 15, что в
этом случае ∫︁ 𝑦(𝑥1)

𝑦0

𝑑𝑦

𝑓(𝑦)
=

∫︁ 𝑥1

𝑥0

𝑑𝑥

𝑔(𝑥)
. (7)

Задача 17. Докажите, с помощью задачи 14, что если функция 𝑦(𝑥) является решением уравне-
ния (3) в обычном смысле, то она удовлетворяет (7) для всех 𝑥1.

Замечание 3. Мы обычно используем этот метод «в обратную сторону» — говорим, что если
функция удовлетворяет (7), то она является решением уравнения (3). В справедливости этого
вывода можно убедиться непосредственно с помощью дифференцирования. Цель этого раздела (и
всей этой домашки) — придание строгого смысла равененству (5) и переходу от (5) к (6).
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