
ÍÈÓ ÂØÝ, Ôàêóëüòåò ñîöèàëüíûõ íàóê, äåïàðòàìåíò ñîöèîëîãèè | 2018 � 19 ó÷. ãîä.

Äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà

Çàäàíèÿ ïî òåìå ¾Ãðàôû¿ ê ñåìèíàðàì �� 5�7
(16 ìàÿ, 18 ìàÿ, 23 ìàÿ)

Îïðåäåëåíèÿ, èçîìîðôèçì, ñâÿçíîñòü

Çàäà÷à 1. Íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô G = (V,E) çàäàí ìíîæåñòâîì ñâîèõ âåðøèí V = {v1, v2, v3, v4, v5}
è ìíîæåñòâîì ñâîèõ ðåáåð

E =
{
{v2, v3}, {v2, v4}, {v2, v5}, {v3, v4}, {v3, v5}, {v4, v5}

}
.

à) Åñòü ëè â ãðàôå G ïåòëè?
á) Åñòü ëè â ãðàôå G êðàòíûå ðåáðà?
â) Åñòü ëè â ãðàôå G èçîëèðîâàííûå âåðøèíû (òî åñòü òàêèå, êîòîðûå íå èíöåäåíòíû íè îäíîìó

ðåáðó)? ã) ßâëÿåòñÿ ëè ãðàô G ïðîñòûì?
ä) ßâëÿåòñÿ ëè ãðàô G ïîëíûì?
å) Íàéäèòå ñòåïåíè âñåõ âåðøèí ãðàôà G.
æ) Èçîáðàçèòå ãðàô G íà ïëîñêîñòè.
ç) Çàäàéòå ãðàô G ìàòðèöåé ñìåæíîñòè.
è) Çàäàéòå ãðàô G ìàòðèöåé èíöèäåíòíîñòè.
ê) Åñòü ëè â ãðàôå G öèêëû?
ë) Íàéäèòå ìàêñèìàëüíóþ öåïü ãðàôà G.

Çàäà÷à 2. Ñêîëüêî ðåáåð â ãðàôå, çàäàâàåìîì ìàòðèöåé ñìåæíîñòè A?

A =


0 1 0 1 0
1 1 1 0 0
0 1 1 0 0
1 0 0 0 1
0 0 0 1 0

 .

Çàäà÷à 3. Ñêîëüêî ðåáåð â ãðàôå ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ñòåïåíåé âåðøèí (1, 2, 2, 2, 3, 3, 3)?

Çàäà÷à 4. Ñóùåñòâóåò ëè ïðîñòîé ãðàô â êîòîðîì 100 âåðøèí, ïðè÷åì êàæäàÿ èç íèõ èìååò ñòåïåíü 3?

Çàäà÷à 5. Ñóùåñòâóåò ëè ïðîñòîé ãðàô ñî ñëåäóþùèì íàáîðîì ñòåïåíåé âåðøèí: (2, 2, 2, 4, 5, 5)? Îòâåò
îáîñíîâàòü.

Çàäà÷à 6. Ïîêàçàòü, ÷òî â ëþáîì ãðàôå áåç ïåòåëü è êðàòíûõ ðåáåð, ñîäåðæàùåì íå ìåíåå 2 âåðøèí,
íàéäóòñÿ 2 âåðøèíû ñ îäèíàêîâûìè ñòåïåíÿìè.

Çàäà÷à 7. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ni(G) ÷èñëî âåðøèí ñòåïåíè i â ãðàôå G. Ïîñòðîèòü âñå ïîïàðíî íåèçî-
ìîðôíûå ãðàôû áåç ïåòåëü è êðàòíûõ ðåáåð, ó êîòîðûõ:

à) n2(G) = 1, n3(G) = n4(G) = 2 è ni(G) = 0 ïðè i 6= 2, 3, 4;
á) n2(G) = 3, n3(G) = 2, n4(G) = 1 è ni(G) = 0 ïðè i 6= 2, 3, 4.

Çàäà÷à 8. Èçîáðàçèòü âñå ïîïàðíî íåèçîìîðôíûå 4-âåðøèííûå ãðàôû áåç ïåòåëü è êðàòíûõ ðåáåð.

Çàäà÷à 9. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ïîïàðíî íåèçîìîðôíûõ 6-âåðøèííûõ ãðàôîâ áåç ïåòåëü è êðàòíûõ
ðåáåð ñî ñëåäóþùèì íàáîðîì ñòåïåíåé âåðøèí (2, 2, 3, 3, 3, 5)?

Çàäà÷à 10. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ïîïàðíî íåèçîìîðôíûõ, íå èìåþùèõ ïåòåëü è êðàòíûõ ðåáåð êóáè-
÷åñêèõ ãðàôîâ ñ 6 âåðøèíàìè? Åñòü ëè ñðåäè íèõ äâóäîëüíûå ãðàôû?

Çàäà÷à 11. Ïîñòðîèòü âñå ïîïàðíî íåèçîìîðôíûå îðãðàôû (áåç ïåòåëü è êðàòíûõ äóã), ñîäåðæàùèå:
à) 3 âåðøèíû è 3 äóãè;
á) 3 âåðøèíû è 4 äóãè;
â) 4 âåðøèíû è 3 äóãè.
Ñêîëüêî ñðåäè íèõ ñèëüíî ñâÿçíûõ, îäíîñòîðîííå ñâÿçíûõ è ñëàáî ñâÿçíûõ?
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Çàäà÷à 12. Èçîáðàçèòü âñå ïîïàðíî íåèçîìîðôíûå îðèåíòèðîâàííûå ïñåâäîãðàôû, ñîäåðæàùèå:
à) 2 âåðøèíû è 2 äóãè;
á) 2 âåðøèíû è 3 äóãè;
â) 3 âåðøèíû è 2 äóãè.
Ñêîëüêî ñðåäè íèõ ñèëüíî ñâÿçíûõ, îäíîñòîðîííå ñâÿçíûõ è ñëàáî ñâÿçíûõ?

Çàäà÷à 13. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ïîëóñòåïåíü èñõîäà êàæäîé âåðøèíû îðèåíòèðîâàííîãî ïñåâäîãðàôà
ïîëîæèòåëüíà, òî â íåì ñóùåñòâóåò îðèåíòèðîâàííûé öèêë (ïåòëÿ ñ÷èòàåòñÿ öèêëîì äëèíû 1).

Çàäà÷à 14. Äîêàçàòü, ÷òî â îðèåíòèðîâàííîì ìóëüòèãðàôå áåç îðèåíòèðîâàííûõ öèêëîâ íàéäåòñÿ
âåðøèíà ñ íóëåâîé ïîëóñòåïåíüþ èñõîäà.

Çàäà÷à 15. Äîêàçàòü, ÷òî â îðèåíòèðîâàííîì ìóëüòèãðàôå áåç îðèåíòèðîâàííûõ öèêëîâ ñ n âåðøè-
íàìè ìîæíî çàíóìåðîâàòü âñå âåðøèíû íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè èç ìíîæåñòâà {1, 2, . . . , n} òàê, ÷òî
êàæäàÿ äóãà íàïðàâëåíà îò âåðøèíû ñ ìåíüøèì íîìåðîì ê âåðøèíå ñ á�îëüøèì.

Çàäà÷à 16. Èíäóêöèåé ïî n äîêàçàòü, ÷òî ñâÿçíûé ïñåâäîãðàô ñ n âåðøèíàìè ñîäåðæèò íå ìåíåå
n− 1 ðåáåð (n ≥ 1).

Çàäà÷à 17. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè èç ñâÿçíîãî ìóëüòèãðàôà óäàëèòü ïðîèçâîëüíîå ðåáðî, ñîäåðæàùååñÿ
â íåêîòîðîì öèêëå, òî íîâûé ìóëüòèãðàô áóäåò òàêæå ñâÿçíûì.

Çàäà÷à 18. Ïîêàçàòü, ÷òî åñëè â ìóëüòèãðàôå ñòåïåíè âñåõ âåðøèí áîëüøå 1, òî â íåì åñòü öèêë.

Çàäà÷à 19. Ïóñòü G � ïðîèçâîëüíûé ãðàô áåç ïåòåëü è êðàòíûõ ðåáåð, à G � åãî äîïîëíåíèå.
Äîêàçàòü, ÷òî:

à) õîòÿ áû îäèí èç ãðàôîâ G èëè G ñâÿçåí;

á) åñëè â G áîëåå 4 âåðøèí, òî õîòÿ áû â îäíîì èç ãðàôîâ G èëè G èìååòñÿ öèêë.

Çàäà÷à 20. Âûÿñíèòü, ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ïîïàðíî íåèçîìîðôíûõ ãðàôîâ áåç ïåòåëü è êðàòíûõ ðåáåð,
èìåþùèõ:

à) 6 âåðøèí è 11 ðåáåð;
á) 7 âåðøèí è 18 ðåáåð;
â) 8 âåðøèí è 24 ðåáåð;
ã) 6 âåðøèí, 7 ðåáåð è 2 êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè;
ä) 8 âåðøèí è óäîâëåòâîðÿþùèõ ñëåäóþùåìó óñëîâèþ: ñóììà ñòåïåíåé âñåõ âåðøèí íå ìåíåå 53.

Çàäà÷à 21. Íàéòè êîëè÷åñòâî ïîïàðíî íåèçîìîðôíûõ ãðàôîâ, ñîäåðæàùèõ:
à) 9 âåðøèí è 32 ðåáðà;
á) 20 âåðøèí è 16 ðåáåð, ïðè÷åì ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû íå ïðåâîñõîäèò 2.

Çàäà÷à 22. Íàéòè êîëè÷åñòâî ïîïàðíî íåèçîìîðôíûõ ãðàôîâ ñî ñëåäóþùèì íàáîðîì ñòåïåíåé âåð-
øèí:

à) (10; 10; 10; 10; 10; 10; 9; 9; 8; 8; 8);
á) (11; 11; 4; 4; 4; 4; 3; 3; 3; 3; 2).

Çàäà÷à 23. Íàéòè ïàðû èçîìîðôíûõ ãðàôîâ ñðåäè ñëåäóþùèõ. Äëÿ âñåõ ïàð íåèçîìîðôíûõ ãðàôîâ
äîêàçàòü, ÷òî îíè íåèçîìîðôíû.
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Çàäà÷à 24. Èçîáðàçèòü äâà íåèçîìîðôíûõ ãðàôà ñ íàáîðîì ñòåïåíåé âåðøèí (1, 1, 2, 2, 3, 3, 4).

Çàäà÷à 25. Âåðíî ëè, ÷òî äâà ãðàôà èçîìîðôíû åñëè
à) ó íèõ ïî 10 âåðøèí, ñòåïåíü êàæäîé èç êîòîðûõ ðàâíà 9;
á) ó íèõ ïî 8 âåðøèí, ñòåïåíü êàæäîé èç êîòîðûõ ðàâíà 3;
â) îíè ñâÿçàíû, áåç öèêëîâ è ñîäåðæàò ïî 6 ðåáåð?

Çàäà÷à 26. Âûÿñíèòü, êàêèå ïàðû ãðàôîâ íà êàðòèíêàõ (ññûëêè îòäåëüíî) ÿâëÿþòñÿ èçîìîðôíûìè,
à êàêèå íåò. Åñëè ãðàôû èçîìîðôíû, ïðèâåñòè èçìîðôèçì, åñëè íåò, îáúÿñíèòü ïî÷åìó.

Çàäà÷à 27. Ïóñòü ãðàôû G è H íå èìåþò ïåòåëü è êðàòíûõ ðåáåð, ÿâëÿþòñÿ äâóñâÿçíûìè, ñîäåðæàò
ïî 6 âåðøèí è 8 ðåáåð. Ïóñòü, êðîìå òîãî, ãðàô G èìååò ðîâíî 2 âåðøèíû ñòåïåíè 2, à ãðàô H � ðîâíî
4 âåðøèíû ñòåïåíè 3. Èçîìîðôíû ëè ãðàôû G è H?

Çàäà÷à 28. Â ïðîñòîì ãðàôå 10 âåðøèí.
à) Êàêîå ìèíèìàëüíîå è ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè â ýòîì ãðàôå?
á) Êàêîå ìèíèìàëüíîå è ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ðåáåð â ýòîì ãðàôå?
â) Â ãðàôå 3 êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè. Êàêîå ìèíèìàëüíîå è ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ðåáåð â ýòîì ãðàôå?
ã) Â ãðàôå 5 êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè. Êàêîå ìèíèìàëüíîå è ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ðåáåð â ýòîì ãðàôå?
ä) Â ãðàôå 40 ðåáåð. Êàêîå ÷èñëî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ìîæåò áûòü â ýòîì ãðàôå?
å) Â ãðàôå 30 ðåáåð. Êàêîå ÷èñëî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ìîæåò áûòü â ýòîì ãðàôå?
Âàæíî! Íå íàäî èñêàòü ãîòîâóþ ôîðìóëó (îíà åñòü, ìû å�e ðàçáåð�eì íà áëèæàéøèõ çàíÿòèÿõ).

Çàäà÷à 29. Ïðèâåñòè ïðèìåð ãðàôà ñ íàáîðîì ñòåïåíåé âåðøèí (1, 1, 2, 3, 3, 3, 3, 3, 5) è îäíîé êîìïî-
íåíòîé ñâÿçíîñòè? Äâóìÿ êîìïîíåíòàìè ñâÿçíîñòè? Êàêîå ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè
ìîæåò áûòü â ãðàôå ñ òàêèì íàáîðîì ñòåïåíåé âåðøèí?

Çàäà÷à 30. Â ïðîñòîì ãðàôå ñ 40 âåðøèíàìè è 50 ðåáðàìè ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû ðàâíà 2 èëè 3.
Íàéòè êîëè÷åñòâî âåðøèí ñòåïåíè 2.

Çàäà÷à 31. Êàæäûé èç 17 ó÷åíûõ ïåðåïèñûâàåòñÿ ñ êàæäûì èç îñòàëüíûõ íà êàêîì-òî îäíîì èç òðåõ
ÿçûêîâ. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäóòñÿ òðîå ó÷åíûõ, ïåðåïèñûâàþùèåñÿ äðóã ñ äðóãîì íà îäíîì ÿçûêå.

Çàäà÷à 32. Â ñòðàíå Ìèëëåíèóì íåêîòîðûå ãîðîäà ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé àâèàëèíèÿìè. Èç ñòîëèöû
âûõîäèò 2017 àâèàëèíèé, èç ãîðîäà Òüìà-Òàðàêàíü � îäíà, à èç âñåõ îñòàëüíûõ ãîðîäîâ � ðîâíî ïî
2018 àâèàëèíèé. Ìîæíî ëè èç Òüìû-Òàðàêàíè äîáðàòüñÿ â ñòîëèöó?

Çàäà÷à 33. Ðàññòîÿíèå ìåæäó âåðøèíàìè u è v â ãðàôå G ðàâíî 6, à ìåæäó âåðøèíàìè v è w � 4.
Êàêîå ìîæåò áûòü ðàññòîÿíèå ìåæäó âåðøèíàìè u è w?

Çàäà÷à 34. Ïîñòðîèòü Âêîíòàêòå "Èíòåðàêòèâíûé ãðàô äðóçåé" (äëÿ îáñóæäåíèÿ çàäà÷è ëó÷øå
ñîõðàíèòü èçîáðàæåíèå ãðàôà).

à) Ñêîëüêî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè, ñîäåðæàùèõ áîëåå îäíîé âåðøèíû, â ýòîì ãðàôå?
á) Ðàññìîòðèì êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè (áåç ãëàâíîãî ãåðîÿ, îí(à) óåõàë(à) íà ïðåêðàñíûé íåîáèòàå-

ìûé îñòðîâ áåç èíòåðíåòà), ñîäåðæàùóþ ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî âåðøèí/äðóçåé. Ïóñòü êàæäûé ïîëüçî-
âàòåëü ðàç â äåíü ñìîòðèò ñâîþ ëåíòó è äåëàåò ðåïîñò èíòåðåñíîé íîâîñòè (áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî åñëè
÷åëîâåê çàïîñòèë íîâîñòü, òî òå, êòî ïðî÷èòàëè íîâîñòü îò íåãî, äåëàþò ðåïîñò íà ñëåäóþùèé äåíü).
Çà êàêîå ìèíèìàëüíîå è ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî äíåé íîâîñòü óçíàþò âñå äðóçüÿ èç ýòîé ãðóïïû?

ñ) Â ãðàôå ÿâíî âèäíû îòäåëüíûå ãðóïïû. Ïî êàêîìó ïðèíöèïó îíè ñòðîÿòñÿ? (Âîïðîñ äëÿ îáñóæ-
äåíèÿ.)

Äåðåâüÿ

Çàäà÷à 35. Â ïðîñòîì ñâÿçíîì ãðàôå 10 âåðøèí, ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû ðàâíà 3. Ñêîëüêî ðåáåð
íàäî óäàëèòü èç ãðàôà, ÷òîáû îñòàâøèéñÿ ãðàô áûë äåðåâîì, ñîäåðæàùèì èñõîäíûå 10 âåðøèí?

Çàäà÷à 36. Ïóñòü G � ñâÿçíûé ãðàô áåç ïåòåëü è êðàòíûõ ðåáåð. Äîêàçàòü, ÷òî ïðè äîáàâëåíèè
ëþáîãî íîâîãî ðåáðà, ñîåäèíÿþùåãî äâå âåðøèíû ãðàôà G, â ïîëó÷åííîì ãðàôå áóäåò öèêë.

Çàäà÷à 37. Äîêàçàòü, ÷òî ãðàô áåç ïåòåëü è êðàòíûõ ðåáåð, èìåþùèé n âåðøèí è m ðåáåð, ñîäåðæèò
íå ìåíåå n−m ñâÿçíûõ êîìïîíåíò, ïðè÷åì åñëè â ýòîì ãðàôå íåò öèêëîâ, òî îí ñîäåðæèò ðîâíî n−m
ñâÿçíûõ êîìïîíåíò.
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Çàäà÷à 38. Ïóñòü G � ãðàô áåç ïåòåëü è êðàòíûõ ðåáåð, èìåþùèé n âåðøèí è m ðåáåð. Äîêàçàòü,
÷òî òîãäà èç êàæäîãî èç íèæåïåðå÷èñëåííûõ óñëîâèé âûòåêàåò ïîñëåäóþùåå óñëîâèå:

à) ãðàô G ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì;
á) ëþáûå äâå âåðøèíû ãðàôà G ñâÿçàíû ðîâíî îäíîé ïðîñòîé öåïüþ;
â) ãðàô G íå ñîäåðæèò öèêëîâ è m = n− 1;
ã) ãðàô G ñâÿçåí è m = n− 1;
ä) ãðàô G ñâÿçåí, íî ïðè óäàëåíèè ëþáîãî ðåáðà ñòàíîâèòñÿ íåñâÿçíûì;
å) ãðàô G íå ñîäåðæèò öèêëîâ, íî ïðè äîáàâëåíèè ëþáîãî íîâîãî ðåáðà, ñîåäèíÿþùåãî äâå âåðøèíû

ãðàôà G, â ïîëó÷åííîì ãðàôå ïîÿâëÿåòñÿ öèêë;
æ) ãðàô G ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì.

Çàäà÷à 39. Íàéòè êîëè÷åñòâî íåèçîìîðôíûõ îñòîâíûõ äåðåâüåâ äëÿ ïîëíîãî ãðàôà ñ 5 âåðøèíàìè .

Çàäà÷à 40. Äîêàçàòü, ÷òî âî âñÿêîì äåðåâå ñ n ≥ 2 âåðøèíàìè ñîäåðæèòñÿ íå ìåíåå 2 âèñÿ÷èõ âåðøèí.

Çàäà÷à 41. Äîêàçàòü, ÷òî ëþáîå äåðåâî ñ n ≥ 2 âåðøèíàìè ÿâëÿåòñÿ äâóäîëüíûì ãðàôîì. Êàêèå
äåðåâüÿ ÿâëÿþòñÿ ïîëíûìè äâóäîëüíûìè ãðàôàìè?
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