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Определение 1. Проколотой 𝜀-окрестностью точки 𝑎 называется множество

𝑈𝜀(𝑎) = (𝑎− 𝜀, 𝑎) ∪ (𝑎, 𝑎 + 𝜀).

Его можно также задать как

𝑈𝜀(𝑎) = {𝑥 ∈ R | 0 < |𝑥− 𝑎| < 𝜀}.

Определение 2. Пусть функция 𝑓 определена в некоторой проколотой окрестно-
сти точки 𝑎. Говорят, что предел функции 𝑓 при 𝑥 стремящемся к 𝑎 равен 𝑏, если
выполняется следующее:

∀𝜀 > 0 ∃𝛿 > 0∀𝑥 ∈ 𝑈𝜀(𝑎) : |𝑓(𝑥) − 𝑏| < 𝜀.

Другая запись:

∀𝜀 > 0 ∃𝛿 > 0∀𝑥 : 0 < |𝑥− 𝑎| < 𝛿 ⇒ |𝑓(𝑥) − 𝑏| < 𝜀.

Замечание. Во всех задачах полезно рисовать графики функций или их эскизы.

Задача 1. Пользуясь определением доказать следующие утверждения:

(a) lim
𝑥→2

42 = 42;

(b) lim
𝑥→3

𝑥 = 3;

(c) lim
𝑥→−1

4𝑥 = −4;

(d) lim
𝑥→5

𝑥2 = 25;

(e) lim
𝑥→3

𝑥2 ̸= 7;

(f) lim
𝑥→2

𝑥3 = 8;

(g) lim
𝑥→0

|2𝑥| = 0;

(h) lim
𝑥→2

(𝑥2 + 𝑥− 6) = 0;

(i) lim
𝑥→2

𝑥2 + 𝑥− 6

𝑥− 2
= 5;

(j) lim
𝑥→4

√
𝑥 = 2;

(k) lim
𝑥→7

1

𝑥
=

1

7
.

Задача 2. Существует ли предел функции

𝑓(𝑥) =

{︃
1, 𝑥 ≥ 0

0, 𝑥 < 0

при 𝑥 → 0?

Задача 3. Найти предел функции

𝑓(𝑥) =

{︃
𝑥, 𝑥 ̸= 2

3, 𝑥 = 2

при 𝑥 → 2, если он существует.
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Задача 4. Найти предел функции Дирихле

𝑓(𝑥) =

{︃
1, 𝑥 ∈ Q
0, 𝑥 ̸∈ Q

при 𝑥 →
√

2, если он существует.

Задача 5. Найти предел

(a) lim
𝑥→0

cos
2𝜋

𝑥
, (b) lim

𝑥→0
𝑥 cos

2𝜋

𝑥

если он существует.

Задача 6. Доказать утверждения арифметики пределов: если существует lim𝑥→𝑎 𝑓(𝑥)
и lim𝑥→𝑎 𝑔(𝑥), то

(a) lim
𝑥→𝑎

(𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)) = lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) + lim
𝑥→𝑎

𝑔(𝑥);

(b) lim
𝑥→𝑎

(𝑓(𝑥) · 𝑔(𝑥)) = lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) · lim
𝑥→𝑎

𝑔(𝑥);

(c) lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
=

lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥)

lim
𝑥→𝑎

𝑔(𝑥)
при условии, что lim𝑥→𝑎 𝑔(𝑥) ̸= 0.

(d) lim
𝑥→𝑎

√︀
𝑓(𝑥) =

√︁
lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) при условии, что lim𝑥→𝑎 𝑓(𝑥) ≥ 0.

Задача 7. Пользуясь арифметикой пределов найти пределы

(a) lim
𝑥→2

(𝑥4 + 3𝑥2 − 𝑥 + 1);

(b) lim
𝑡→−1

(𝑡2 + 1)3(𝑡 + 3)5;

(c) lim
ℎ→0

(4 + ℎ)2 − 16

ℎ
;

(d) lim
𝑥→−2

𝑥 + 2

𝑥3 + 8
;

(e) lim
ℎ→0

(2 + ℎ)3 − 8

ℎ
;

(f) lim
𝑡→0

(︂
1

𝑡
− 1

𝑡2 + 𝑡

)︂
;

(g) lim
𝑥→−4

√
𝑥2 + 9 − 5

𝑥 + 4
.

Задача 8. Придумать и доказать теорему о двух миллиционерах для пределов функ-
ций.

Задача 9. С помощью теоремы о двух миллиционерах доказать, что

lim
𝑥→0

(𝑥2 + 5𝑥) sin
1

𝑥2
= 0.
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