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Задача 1. Пусть 𝐴 и 𝐵 — некоторые высказывания. Докажите, что если истинно вы-
сказывание (𝐴 ⇒ 𝐵)∧ (𝐵 ⇒ 𝐴), то высказывания 𝐴 и 𝐵 или одновременно истинны,
или одновременно ложны. (В этом случае говорят, что они являются эквивалентны-
ми, пишут 𝐴 ⇔ 𝐵.)

Задача 2. Докажите, что высказывание ((𝐴 ⇒ 𝐵) ∧ (𝐵 ⇒ 𝐶)) ⇒ (𝐴 ⇒ 𝐶) всегда
истинно.

Задача 3. Даны следующие утверждения и предикаты (𝑥, 𝑦 ∈ R):
∙ 𝐴: Все кошки серые;
∙ 𝐵(𝑥): 𝑥+ 5 = 10;
∙ 𝐶(𝑥, 𝑦): 𝑥2 ≤ 𝑦;
∙ 𝐸(𝑥, 𝑦): 𝑥2 + 𝑦2 = 0.

Среди следующих утверждений укажите истинные:

(a) 𝐴;
(b) 𝐵(5);
(c) 𝐶(𝑥,−1);
(d) 𝐴 ∨𝐵(5);
(e) 𝐴 ∧𝐵(5);
(f) 𝐴 ⇒ 𝐵(5);
(g) 𝐴 ⇒ 𝐵(10);
(h) ¬𝐶(3, 4);
(i) ∀𝑥 ∈ R : 𝐵(𝑥);
(j) ∀𝑥 ∈ R ∃𝑦 ∈ R : 𝐶(𝑥, 𝑦);

(k) ∃𝑦 ∈ R ∀𝑥 ∈ R : 𝐶(𝑥, 𝑦);

(l) ∀𝑥 ∈ R ∃𝑦 ∈ R : ¬𝐶(𝑥, 𝑦);

(m) ∀𝑥 ∈ R ∀𝑦 ∈ R : 𝐵(𝑥) ⇒ 𝐴;

(n) ∀𝑥 ∈ R ∃𝑦 ∈ R : 𝐵(𝑥) ⇒ 𝐸(𝑥, 𝑦);

(o) ∀𝑥 ∈ R ∃𝑦 ∈ R : 𝐵(𝑥) ⇒ 𝐸(𝑥, 𝑦);

(p) ∃𝑥 ∈ R ∃𝑦 ∈ R : 𝐵(𝑥) ⇒ 𝐸(𝑥, 𝑦);

(q) ∃𝑥 ∈ R ∃𝑦 ∈ R : 𝐵(𝑥) ∧ 𝐸(𝑥, 𝑦);

(r) ∀𝑥 ∈ R ∀𝑦 ∈ R : 𝐶(𝑥, 𝑦) ⇒ 𝐸(𝑥, 𝑦);

(s) ∀𝑥 ∈ R ∀𝑦 ∈ R : 𝐸(𝑥, 𝑦) ⇒ 𝐶(𝑥, 𝑦)?

Задача 4. Пусть 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ R. Какие из следующих утверждений верны?

(a) ∀𝑥 ∀𝑦 ∃𝑧 : 𝑥𝑦2 < 𝑧.
(b) ∀𝑥 ∀𝑧 ∃𝑦 : 𝑥𝑦2 ≤ 𝑧.

(c) ∃𝑧 ∀𝑥 ∃𝑦 : 𝑥𝑦2 = 𝑧.
(d) ∀𝑧 ∃𝑥 ∀𝑦 : 𝑥𝑦2 ≤ 𝑧.

Задача 5. Записать отрицание к утверждению, не используя знак отрицания. Что
верно: утверждение или его отрицание?

(a) ∀𝑥 : 𝑥2 > 0.
(b) ∀𝑥 ∃𝑦 : 𝑥2 > 𝑦2.
(c) ∃𝑥 : 𝑥2 < 0.
(d) ∃𝑥 ∀𝑦 : 𝑥𝑦 > 0.

Задача 6. Записать отрицания ко всем утверждениям из задачи 4, не используя
знак отрицания.
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Задача 7. Какие из следующих утверждений верны?

(a) ∀𝑥 ∈ R : 𝑥 > 2 ⇒ |𝑥| > 2.
(b) ∀𝑥 ∈ R : 𝑥 < 2 ⇒ |𝑥| < 2.
(c) ∀𝑥 ∈ R : |𝑥− 3| < 1 ⇒ |𝑥| < 4.
(d) ∀𝑥 ∈ R : |𝑥− 3| > 1 ⇒ |𝑥| > 4.
(e) ∀𝑥 ∀𝑦 ∃𝑧 : (𝑦 > 𝑥) ⇒ (𝑦 > 𝑧) ∧ (𝑧 > 𝑥).
(f) ∀𝜀 ∀𝑥 : |𝑥− 3| < 𝜀 ⇒ |𝑥2 − 9| < 10𝜀.
(g) ∀𝜀 ∀𝑥 : |𝑥− 3| < min(𝜀, 1) ⇒ |𝑥2 − 9| < 10𝜀.
(h) (*) ∀𝜀 ∃𝛿 ∀𝑥 : (𝛿 > 0) ∧ ((|𝑥− 3| < 𝛿) ∧ (𝜀 > 0) ⇒ |𝑥2 − 9| < 𝜀).

Задача 8. Запишите с помощью кванторов следующие утверждения про натураль-
ные числа 𝑛 и 𝑚:

(a) 𝑛 делится на 𝑚,
(b) 𝑛 нечётно,
(c) 𝑛 является простым числом,
(d) 𝑛 и 𝑚 взаимно просты.

Разрешено использовать только следующие объекты и операции:

∙ числа;
∙ переменные (в т.ч. не перечисленные в условии, если необходимо),
∙ проверку включения элемента во множество ∈ ,
∙ множества вещественных, рациональных, целых и натуральных чисел,
∙ арифметические операции: только сложение и умножение,
∙ сравнение двух чисел: операции = и > .
∙ логические операции: конъюнкция, дизъюнкция, отрицание (не должно стоять
перед кванторами), импликация.

Задача 9. Пусть последовательности {𝑎𝑛} и {𝑏𝑛} ограничены. Рассмотрим последо-
вательность {𝑐𝑛}, заданную следующим образом:

(a) 𝑐𝑛 = 𝑎𝑛 + 𝑏𝑛; (b) 𝑐𝑛 = 𝑎𝑛𝑏𝑛; (c) 𝑐𝑛 = 𝑎𝑛/𝑏𝑛.

Является ли последовательность {𝑐𝑛} ограниченой? Если да, докажите. Если нет,
приведите контрпример.
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