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Предельные множества

Мы будем рассматривать векторные поля в R𝑛, обладающие компактной поглощающей областью

𝑈 , то есть такой областью, в которую фазовые кривые могут только входить и которую они никогда
не могут покинуть.

Рассмотрим автономное дифференциальное уравнение

𝑥̇ = 𝑣(𝑥) (1)

с поглощающей областью 𝑈 . Пусть 𝑥 = 𝜙(𝑡;𝑥0) — решение с начальным условием 𝜙(0;𝑥0) = 𝑥0.

Определение 1. Пусть 𝑥0 ∈ 𝑈 . Назовём 𝜔-предельным множеством точки 𝑥0 (обозначается
𝜔(𝑥0)) множество, определенное следующим образом:

𝜔(𝑥0) = {𝑥 ∈ 𝑈 | ∃{𝑡𝑘}, 𝑡𝑘 → +∞, 𝜙(𝑡𝑘;𝑥0) → 𝑥}.

Задача 1. Докажите, что омега-предельное множество любой точки замнкуто (то есть содержит
все свои предельные точки).

Задача 2. Какими могут быть омега-предельные множества для дифференциальных уравнений
на прямой?

Задача 3. Верно ли, что для любой точки 𝑦 ∈ 𝜔(𝑥), 𝜔(𝑦) = 𝜔(𝑥)?

Задача 4. Найти отображение Пуанкаре для предельного цикла системы

𝑥̇ = 𝑦 + 𝑥(1 − 𝑥2 − 𝑦2), 𝑦̇ = −𝑥 + 𝑦(1 − 𝑥2 − 𝑦2)

с отрезка 𝐼 = {(𝑥, 0) | 𝑥 ∈ [1/2, 3/2]} на себя.

Задача 5. Пусть неподвижная точка отображения Пуанкаре, соответствующая предельному циклу,
является гиперболической, то есть производная отображения Пуанкаре в этой точке не равна 1.
Докажите, что при малых возмущениях системы предельный цикл сохраняется.

Подкова Смейла

Рассмотрим замкнутый квадрат 𝑋 = [0, 1]2 и следующие замкнутые полосы: вертикальные Π′
0 =

[1/5, 2/5]×[0, 1] и Π′
1 = [3/5, 4/5]×[0, 1] и горизонтальные Π0 = [0, 1]×[1/5, 2/5] и Π1 = [0, 1]×[3/5, 4/5].

Определим отображение ℎ : Π0∩Π1 → 𝑋 следующим образом: каждая из горизонтальных полос Π0,
Π1 сжимается в пять раз по горизонтали, растягивается в пять раз по вертикали и параллельным
переносом накладывается на соответствующую вертикальную полосу: Π0 на Π′

0 и Π1 на Π′
1. В точках

квадрата, не лежащих в Π0 или Π1, отображение ℎ не определено.
Обозначим через Λ множество точек 𝑥, для которых определено ℎ𝑛(𝑥) для всех 𝑛 ∈ Z. Здесь ℎ𝑛

— композиционная степень ℎ.

Определение 2. Отображением подковы назовём ограничение ℎ на Λ.

Задача 6. Найдите неподвижные точки ℎ.

Задача 7. Опишите точки, которые стремятся к неподвижным точкам как в будущем, так и в
прошлом. Такие точки называют гомоклиническими.
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