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Задача 1. [2] Найти производные по параметру или по начальным условиям от решений данных
уравнений и систем.

(a) 𝑦′ = 𝑦 + 𝜇(𝑥+ 𝑦2), 𝑦(0) = 1,
𝜕𝑦

𝜕𝜇

⃒⃒⃒⃒
𝜇=0

=?

(b) 𝑦′ = 𝑦 + 𝑦2 + 𝑥𝑦3, 𝑦(2) = 𝑦0,
𝜕𝑦

𝜕𝑦0

⃒⃒⃒⃒
𝑦0=0

=?

(c) �̇� =
𝑥

𝑡
+ 𝜇𝑡𝑒−𝑥, 𝑥(1) = 1,

𝜕𝑥

𝜕𝜇

⃒⃒⃒⃒
𝜇=0

=?

(d) 𝑦′ = 2𝑥+ 𝜇𝑦2, 𝑦(0) = 𝜇− 1,
𝜕𝑦

𝜕𝜇

⃒⃒⃒⃒
𝜇=0

=?

(e) �̇� = 4𝑡𝑦2, �̇� = 1 + 5𝜇𝑥, начальное условие 𝑥(0) = 0, 𝑦(0) = 0, найти 𝜕𝑥
𝜕𝜇

⃒⃒⃒
𝜇=0

.

(f) �̇� = 𝑥𝑦 + 𝑡2, 2�̇� = −𝑦2, начальное условие 𝑥(1) = 𝑥0, 𝑦(1) = 𝑦0, найти
𝜕𝑥
𝜕𝑦0

⃒⃒⃒
𝑥0=3,𝑦0=2

.

Определение 1. Пусть 𝜙1, . . . , 𝜙𝑛 — набор из 𝑛 вектор-функций, 𝜙𝑗 : 𝐼 → R𝑛. Определителем
Вронского (вронскианом) набора называется определитель

𝑊 (𝑡) =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒𝜙11(𝑡) . . . 𝜙𝑛1(𝑡)

...
. . .

...
𝜙1𝑛(𝑡), . . . 𝜙𝑛𝑛(𝑡)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ .

Теорема 2. (Лиувилля) Рассмотрим уравнение

�̇� = 𝐴(𝑡)𝑥, 𝑥(𝑡) ∈ R𝑛.

Пусть 𝜙1, . . . , 𝜙𝑛 — решения этого уравнения, 𝑊 (𝑡) — вронскиан от этих решений. Тогда

�̇� = 𝑊Tr𝐴(𝑡).

Задача 3. Пусть 𝑦1 и 𝑦2 — решения уравнения 𝑎0(𝑥)𝑦
′′ + 𝑎1(𝑥)𝑦

′ + 𝑎2(𝑥)𝑦 = 0. Докажите формулу
Остроградского — Лиувилля:⃒⃒⃒⃒

𝑦1 𝑦2
𝑦′1 𝑦′2

⃒⃒⃒⃒
= 𝐶𝑒−

∫︀
𝑝(𝑥)𝑑𝑥, 𝑝(𝑥) = 𝑎1(𝑥)/𝑎0(𝑥).

Задача 4. [2] Найти общее решение уравнения, зная его частное решение.

(a) 𝑥2(𝑥+ 1)𝑦′′ − 2𝑦 = 0, 𝑦1 = 1 +
1

𝑥
. (b) 𝑥𝑦′′ + 2𝑦′ − 𝑥𝑦 = 0, 𝑦1 =

𝑒𝑥

𝑥
.

Задача 5. [1] Докажите, что положение равновесия 𝑥 = �̇� = 0 для уравнения �̈�+𝑓(𝑡)𝑥 = 0 (качели)
не может быть асимптотически устойчивым ни при каком 𝑓 .

Подсказка: что происходит с площадами в фазовом пространстве вблизи асимптотически устой-
чивой особой точки? Может ли это происходить для данного уравнения?
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