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Задача 1. Найдите производную функции 𝐹 (𝑥, 𝑦) = 𝑥2 − 𝑦2 вдоль следующих векторных полей:

(a) (2, 3); (b) (𝑥, 𝑦); (c) (𝑦, 𝑥); (d) (1,−𝑒𝑦).

Задача 2. [1] Найти первый интеграл для следующих уравнений или систем. Как выглядят их
фазовые кривые?

(a)

{︃
�̇� = 𝑦

�̇� = −2𝑥
(b)

{︃
�̇� = 𝑥

�̇� = −𝑦
(c)

{︃
�̇� = 𝑦2 − 𝑥2

�̇� = 2𝑥𝑦
(d)

{︃
�̇� = 2𝑦 + 𝑥𝑒−𝑦

�̇� = 𝑒−𝑦

Задача 3. (Частично основано на [1].) Докажите, что указанные функции являются первыми ин-
тегралами данных систем дифференциальных уравнений.

(a)

{︃
�̇� = 𝑦,

�̇� = −𝑥2 − 𝑦2 − 𝑥,
𝐹 (𝑥, 𝑦) = 𝑒𝑥

√︀
𝑥2 + 𝑦2.

(b)

{︃
�̇� = 𝑥,

�̇� = 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑦,
𝐹 (𝑥, 𝑦) = 𝑥+ arctg

𝑥

𝑦
.

(c)

{︃
�̇� = −𝑥

√︀
1 + 𝑦2 + 𝑦,

�̇� = 𝑦
√︀
1 + 𝑦2,

𝐹 (𝑥, 𝑦) = 𝑥𝑦 −
√︀

1 + 𝑦2.

(d)

⎧⎪⎨⎪⎩
�̇� = 𝑥,

�̇� = −𝑦,

�̇� = 𝑧,

𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥𝑦, 𝐺(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑦𝑧.

Задача 4. Найдите какие-нибудь первые интегралы для системы. Сколько «разных» первых ин-
тегралов вы можете найти?

(a)

⎧⎪⎨⎪⎩
�̇� = −𝑥

�̇� = 𝑦

�̇� = 0

(b)

⎧⎪⎨⎪⎩
�̇� = −𝑥

�̇� = 𝑦

�̇� = 2𝑧

Определение 1. Уравнение вида

𝑦′ + 𝑎(𝑥)𝑦 = 𝑏(𝑥)𝑦𝑛, 𝑛 ̸= 1

называется уравнением Бернулли.

Замечание 1. Чтобы решить уравнение Бернулли, надо обе его части разделить на 𝑦𝑛 и сделать
замену 𝑧 = 𝑦1−𝑛. После замены уравнение сводится к линейному.

Задача 5. [1] Решить уравнения.

(a) 𝑦′ + 2𝑦 = 𝑦2𝑒𝑥;
(b) (𝑥+ 1)(𝑦′ + 𝑦2) = −𝑦;

(c) 𝑦′ = 𝑦4 cos𝑥+ 𝑦 tg 𝑥;
(d) 𝑥𝑦 𝑑𝑦 = (𝑦2 + 𝑥) 𝑑𝑥.
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