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Устойчивость положений равновесия

Определение 1. Рассмотрим автономное дифференциальное уравнение 𝑥̇ = 𝑣(𝑥). Пусть 𝑥* — его
положение равновесия, то есть 𝑣(𝑥*) = 0. Тогда 𝑥* называется устойчивым по Ляпунову если для
всякого 𝜀 > 0 найдётся такое 𝛿 > 0, что для любого решения 𝑥 с начальным условием 𝑥(0) ∈ 𝑈𝛿(𝑥*)
для всех 𝑡 ≥ 0 решение 𝑥(𝑡) лежит в 𝑈𝜀(𝑥*).

Определение 2. Положение равновесия 𝑥* называется асимптотически устойчивым, если оно
устойчиво по Ляпунову и существует такая окрестность 𝑈 ∋ 𝑥*, что для всякого решения 𝑥 с
начальным условием 𝑥(0) ∈ 𝑈 справедливо утверждение: lim𝑡→+∞ 𝑥(𝑡) = 𝑥*.

Задача 1. [1] Исследовать устойчивость положений равновесия следующих уравнений и систем:
определить, являются ли они устойчивыми по Ляпунову, асимптотически устойчивыми?

(a) 𝑥̇ = 0;

(b) 𝑥̇ = 0, 𝑦̇ = 𝑦;

(c) 𝑥̇ = 𝑦, 𝑦̇ = −𝑥;

(d) 𝑥̇ = 𝑥2 𝑦̇ = −𝑦;

(e)

{︃
𝑥̇ = 𝑦 + 𝑥(1− 𝑥2 − 𝑦2)

𝑦̇ = −𝑥+ 𝑦(1− 𝑥2 − 𝑦2)

(f)

{︃
𝑥̇ = 𝑦 − 𝑥(𝑥2 + 𝑦2)

𝑦̇ = −𝑥− 𝑦(𝑥2 + 𝑦2)

Задача 2. Рассмотрим дифференциальное уравнение, в полярных координатах задающееся следу-
ющим образом:

𝜙̇ = sin(𝜙) + 1, 𝑟̇ = 𝑟(1− 𝑟).

(a) Построить фазовый портрет в координатах (𝑟, 𝜙) и (𝑥, 𝑦).
(b) Что можно сказать о поведении решений при 𝑡 → +∞?
(c) Является ли положение равновесия (𝑟 = 1, 𝜙 = −𝜋/2) асимптотически устойчивым?
(d) Устойчивым по Ляпунову?

Задача 3. [2] Используя теорему об устойчивости по первому приближению, исследовать, при
каких значениях параметров 𝑎 и 𝑏 асимптотически устойчиво нулевое решение. При каких оно
является неустойчивым по Ляпунову? При каких теорема не даёт ответ на вопрос об устойчивости?

(a)

{︃
𝑥̇ = 𝑎𝑥− 2𝑦 + 𝑥2

𝑦̇ = 𝑥+ 𝑦 + 𝑥𝑦
(b)

{︃
𝑥̇ = 𝑦 + sin𝑥

𝑦̇ = 𝑎𝑥+ 𝑏𝑦
(c)

{︃
𝑥̇ = 𝑎𝑥+ 2𝑦

𝑦̇ = −5𝑥− 3𝑦

Задача 4. Известно, что существует решение 𝑥(𝑡) ∈ R𝑛 дифференциального уравнения 𝑥̇ = 𝑣(𝑥),
такое что 𝑥(0) ̸= 0 и lim𝑡→−∞ 𝑥(𝑡) = 0. Что можно сказать об усточивости положения равновесия
𝑥 = 0?

Структурная устойчивость

Определение 3. Дифференциальные уравнения 𝑥̇ = 𝑣(𝑥) и 𝑦̇ = 𝑤(𝑦) называются орбитально

топологически эквивалентными если существует такая непрерывная замена координат, которая
переводит фазовые кривые одного уравнения в фазовые кривые другого уравнения с сохранением
направления движения.

Задача 5. Доказать, что уравнения 𝑥̇ = 𝑥2−1 и 𝑦̇ = 𝑦2−4 орбитально топологически эквивалентны.
Фазовое пространство считать отрезком [−10, 10].
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Задача 6. Являются ли орбитально топологически эквивалентными уравнения 𝑥̇ = 𝑥 + 𝑥3 и 𝑥̇ =
𝑥− 𝑥3? Фазовое пространство считать отрезком [−10, 10].

Задача 7. Найти замену координат, которая переводит фазовый портрет уравнения

𝑥̇ = −𝑥+ 𝑦 𝑦̇ = −𝑥− 𝑦 (1)

в фазовый портрет уравнения
𝑥̇ = −𝑥 𝑦̇ = −𝑦. (2)

Определение 4. Дифференциальное уравнение 𝑥̇ = 𝑣(𝑥) называется структурно устойчивым,
если оно орбитально топологически эквивалентно своему 𝐶1-малому возмущению. Иными словами,
существует такое 𝜀0 > 0, что для всякого 𝑤, такого, что ‖𝑤(𝑥)‖ < 𝜀0 и ‖𝜕𝑤/𝜕𝑥‖ < 𝜀0, дифференци-
альное уравнение 𝑥̇ = 𝑣(𝑥) + 𝑤(𝑥) орбитально топологически эквивалентно исходному уравнению.

Задача 8. Доказать, пользуясь определением, что уравнение 𝑥̇ = 𝑥3 не является структурно устой-
чивым.
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