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Первые интегралы и производная вдоль векторного поля

Задача 1. Найдите производную функции 𝐹 (𝑥, 𝑦) = 𝑥2 − 𝑦2 вдоль следующих векторных полей:

(a) (2, 3); (b) (𝑥, 𝑦); (c) (𝑦, 𝑥); (d) (1,−𝑒𝑦);

Задача 2. [2]
Найти первый интеграл для следующих уравнений или систем. Как выглядят их фазовые кри-

вые?

(a)

{︃
𝑥̇ = 𝑦

𝑦̇ = −2𝑥
(b)

{︃
𝑥̇ = 𝑥

𝑦̇ = −𝑦
(c)

{︃
𝑥̇ = 𝑦2 − 𝑥2

𝑦̇ = 2𝑥𝑦
(d)

{︃
𝑥̇ = 2𝑦 + 𝑥𝑒−𝑦

𝑦̇ = 𝑒−𝑦

Задача 3. Частично основано на [2].
Докажите, что указанные функции являются первыми интегралами данных систем дифферен-

циальных уравнений.

(a)

{︃
𝑥̇ = 𝑦,

𝑦̇ = −𝑥2 − 𝑦2 − 𝑥,
𝐹 (𝑥, 𝑦) = 𝑒𝑥

√︀
𝑥2 + 𝑦2.

(b)

{︃
𝑥̇ = 𝑥,

𝑦̇ = 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑦,
𝐹 (𝑥, 𝑦) = 𝑥+ arctg

𝑥

𝑦
.

(c)

{︃
𝑥̇ = −𝑥

√︀
1 + 𝑦2 + 𝑦,

𝑦̇ = 𝑦
√︀
1 + 𝑦2,

𝐹 (𝑥, 𝑦) = 𝑥𝑦 −
√︀

1 + 𝑦2

(d)

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑥̇ = 𝑥,

𝑦̇ = −𝑦,

𝑧̇ = 𝑧,

𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥𝑦, 𝐺(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑦𝑧

Линейные уравнения первого порядка и интегрирующий мно-

житель

Определение 1. Уравнение вида
𝑦′ = 𝑎(𝑥)𝑦 (1)

называется однородным линейным уравнением (первого порядка в размерности 1, с переменными
коэффициентами), а уравнение

𝑦′ = 𝑎(𝑥)𝑦 + 𝑏(𝑥) (2)

называется неоднородным линейным уравнением.

Замечание 1. Однородное линейное уравнение является уравнением с разделяющимися перемен-

ными.

Задача 4. (*) Решить уравнение (1) в общем виде.

Замечание 2. Уравнение (2) превращается в уравнение в полных дифференциалах, если домно-

жить его на функцию

𝐼(𝑥) = 𝑒−
∫︀
𝑎(𝑥)𝑑𝑥

Задача 5. Решить следующие уравнения.
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(a) 𝑥̇ = 𝑥+ 𝑡;
(b) 𝑥𝑦′ − 2𝑦 = 2𝑥4;
(c) (2𝑥+ 1)𝑦′ = 4𝑥+ 2𝑦;

(d) (𝑥𝑦 + 𝑒𝑥)𝑑𝑥− 𝑥 𝑑𝑦 = 0;
(e) 𝑥2𝑦′ + 𝑥𝑦 + 1 = 0;
(f) 𝑦′ = 𝑦

3𝑥−𝑦2 .
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