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Определение 1. Говорят, что отображение 𝑓 : 𝑋 → 𝑋 сохраняет меру 𝜇, если
𝜇(𝑓−1(𝐴)) = 𝜇(𝐴) для любого измеримого множества 𝐴. Синоним: мера 𝜇 является
инвариантной для отображения 𝑓 .

Мы будем рассматривать системы с вероятностной мерой, то есть такой, что
𝜇(𝑋) = 1.

Определение 2. Говорят, что отображение 𝑓 : 𝑋 → 𝑋 является эргодическим отно-
сительно инвариантной меры 𝜇, если любое измеримое множество 𝑌 , инвариантное
относительно 𝑓 (то есть такое, что 𝑓−1(𝑌 ) = 𝑌 ), имеет нулевую или полную меру 𝜇
(то есть либо 𝜇(𝑌 ) = 0 либо 𝜇(𝑌 ) = 𝜇(𝑋) = 1).

Задача 1. Привести пример двух каких-нибудь различных мер, сохраняемых

(a) удвоением окружности;
(b) преобразованием пекаря;
(c) поворотом окружности на рациональный угол;
(d) северо-южным отображением окружности (то есть отображением с одной оттал-

кивающей и одной притягивающей неподвижными точками).

Задача 2. Является ли отображение поворота окружности на рациональный угол
эргодичным относительным стандартной меры Лебега?

Определение 3. Для отображения 𝑓 : 𝑋 → 𝑋 и функции 𝜙 : 𝑋 → R определено
временно́е среднее:

𝜙𝑡.𝑎.(𝑥) = lim
𝑛→∞

𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝜙 ∘ 𝑓𝑘(𝑥)

𝑛

Задача 3. Пусть 𝑓 — северо-южное отображение окружности, 𝜙 — какая-то непре-
рывная функция. Чему равно её временное среднее?

Задача 4. Правда ли, что для эргодического отображения для любой точки 𝑥 и
любой непрерывной функции 𝑓 временное среднее совпадает с пространственным?

Задача 5. (*) Пусть 𝑓 — 𝐶2-гладкий диффеоморфизм окружности с иррациональ-
ным числом вращения. Найти его инвариантную меру. Является ли отображение
эргодичным относительно этой меры?
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