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Материал занятия основан на[1, §16], задачи оттуда же.

Задача 1. Рассмотрим систему.

𝜙̇ = 𝜔, 𝑥̇ = 𝜀(𝑎+ 𝑏 cos𝜙), (1)

где 𝜔 ̸= 0, 𝜙 ∈ 𝑆1 ∼= R/(2𝜋Z), 𝑥 ∈ R, 𝜀 ≪ 1.

(a) Найти усреднение (1).
(b) Найти решение уравнения (1) с начальным условием 𝜙(0) = 0, 𝑥(0) = 𝑥0.
(c) Найти решение усредненного уравнения. Сравнить с решением исходного.

Задача 2. Рассмотрим уравнение осциллятора Ван-дер-Поля

𝑥̈ = −𝑥+ 𝜀(1− 𝑥2)𝑥̇.

(a) Перейти в координаты 𝜌 = 𝑥2+𝑥̇2

2 («энергия») и 𝜙 = arg(𝑥+ 𝑖𝑥̇) (полярный угол)
(b) Найти усреднённое уравнение на 𝜌.
(c) Найти особые точки усреднённого уравнения.
(d) Доказать, что у исходного уравнения имеется предельный цикл. К чему он стремится при

𝜀 → 0?
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