
ВШЭ–РЭШ, 2014/15, «Дифференциальные уравнения»

Совместный бакалавриат ВШЭ–РЭШ, 2014/15 уч. год
Дифференциальные уравнения
Семинар 5. (6 февраля 2020 г.)
И. А. Хованская, И. В. Щуров, Д. А. Филимонов

Определение 1. Óðàâíåíèå âèäà
𝑦′ = 𝑎(𝑥)𝑦 (1)

íàçûâàåòñÿ однородным линейным уравнением (ïåðâîãî ïîðÿäêà â ðàçìåðíîñòè 1, ñ ïåðåìåííûìè
êîýôôèöèåíòàìè), à óðàâíåíèå

𝑦′ = 𝑎(𝑥)𝑦 + 𝑏(𝑥) (2)

íàçûâàåòñÿ неоднородным ëèíåéíûì óðàâíåíèåì.

Замечание 1. Уравнение (2) превращается в уравнение в полных дифференциалах, если домно-

жить его на функцию

𝐼(𝑥) = 𝑒−
∫︀
𝑎(𝑥)𝑑𝑥

Задача 1. Ðåøèòü ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ.

(a) 𝑥̇ = 𝑥+ 𝑡;
(b) 𝑥𝑦′ − 2𝑦 = 2𝑥4;
(c) (2𝑥+ 1)𝑦′ = 4𝑥+ 2𝑦;

(d) (𝑥𝑦 + 𝑒𝑥)𝑑𝑥− 𝑥 𝑑𝑦 = 0;
(e) 𝑥2𝑦′ + 𝑥𝑦 + 1 = 0;
(f) 𝑦′ = 𝑦

3𝑥−𝑦2 .

Задача 2. Íàéäèòå ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè 𝐹 (𝑥, 𝑦) = 𝑥2 − 𝑦2 âäîëü ñëåäóþùèõ âåêòîðíûõ ïîëåé:

(a) (2, 3); (b) (𝑥, 𝑦); (c) (𝑦, 𝑥); (d) (1,−𝑒𝑦);

Задача 3. [2]
Íàéòè ïåðâûé èíòåãðàë äëÿ ñëåäóþùèõ óðàâíåíèé èëè ñèñòåì. Êàê âûãëÿäÿò èõ ôàçîâûå êðè-

âûå?

(a)

{︃
𝑥̇ = 𝑦

𝑦̇ = −2𝑥
(b)

{︃
𝑥̇ = 𝑥

𝑦̇ = −𝑦
(c)

{︃
𝑥̇ = 𝑦2 − 𝑥2

𝑦̇ = 2𝑥𝑦
(d)

{︃
𝑥̇ = 2𝑦 + 𝑥𝑒−𝑦

𝑦̇ = 𝑒−𝑦

Задача 4. ×àñòè÷íî îñíîâàíî íà [2].
Äîêàæèòå, ÷òî óêàçàííûå ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ ïåðâûìè èíòåãðàëàìè äàííûõ ñèñòåì äèôôåðåí-

öèàëüíûõ óðàâíåíèé.

(a)

{︃
𝑥̇ = 𝑦,

𝑦̇ = −𝑥2 − 𝑦2 − 𝑥,
𝐹 (𝑥, 𝑦) = 𝑒𝑥

√︀
𝑥2 + 𝑦2.

(b)

{︃
𝑥̇ = 𝑥,

𝑦̇ = 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑦,
𝐹 (𝑥, 𝑦) = 𝑥+ arctg

𝑥

𝑦
.

(c)

{︃
𝑥̇ = −𝑥

√︀
1 + 𝑦2 + 𝑦,

𝑦̇ = 𝑦
√︀
1 + 𝑦2,

𝐹 (𝑥, 𝑦) = 𝑥𝑦 −
√︀

1 + 𝑦2

(d)

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑥̇ = 𝑥,

𝑦̇ = −𝑦,

𝑧̇ = 𝑧,

𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥𝑦, 𝐺(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑦𝑧
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