
ВШЭ–РЭШ, 2014/15, «Дифференциальные уравнения»

Совместный бакалавриат ВШЭ–РЭШ, 2014/15 уч. год
Дифференциальные уравнения
Семинар 3. Уравнения с разделяющимися переменными (7.02.2014)
И. А. Хованская, И. В. Щуров, Д. А. Филимонов

Определение 1. Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âèäà

𝑦′ =
𝑓(𝑦)

𝑔(𝑥)
(1)

íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì с разделяющимися переменными.

Замечание 1. Для уравнений с разделяющимися переменными есть явный алгоритм отсыкания
решений (правда, иногда эти решения могут будут заданы неявной функцией).

Запишем уравнение (1) в виде:
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑓(𝑦)

𝑔(𝑥)

Дальше магия (для объяснения нужны дифференциальные формы):

𝑑𝑦

𝑓(𝑦)
=

𝑑𝑥

𝑔(𝑥)

Интегрируем: ∫︁
𝑑𝑦

𝑓(𝑦)
=

∫︁
𝑑𝑥

𝑔(𝑥)

После интегрирования получается равенство, связывающее 𝑦 и 𝑥, то есть выражающее неявно
функцию 𝑦(𝑥).

Если была поставлена задача Коши с начальным условием 𝑦(𝑥0) = 𝑦0, решение можно запи-
сать в таком виде: ∫︁ 𝑦(𝑥)

𝑦0

𝑑𝑧

𝑓(𝑧)
=

∫︁ 𝑥

𝑥0

𝑑𝜉

𝑔(𝜉)
(2)

Задача 1. Ðåøèòå óðàâíåíèå. Íàðèñóéòå ñîîòâåñòâóþùåå ïîëå íàïðàâëåíèé è åãî интегральные
кривые.

(a) 𝑦′ = 𝑦/𝑥;

(b) 𝑦′ = 2𝑦/𝑥;

(c) 𝑦′ = 𝑦/(2𝑥);

(d) 𝑦′ = −𝑦/𝑥;

(e) 𝑦′ = −𝑥/𝑦;

(f) 𝑦′ = 𝑥𝑦;

(g) 𝑦′ = −𝑥𝑦;

(h) 𝑦′ = 5
√︀

𝑦4.

Задача 2. Ðåøèòå óðàâíåíèÿ:

(a) (𝑥2 + 4)𝑦′ = 2𝑥𝑦;
(b) 𝑦′ = −𝑥𝑒𝑦;

(c) 𝑦′ ctg2(𝑥) + tg2(𝑦) = 0;
(d) 𝑥𝑦′ + 𝑦 = 𝑦2.

Замечание 2. Некоторые уравнения не являются уравнениями с разделяющимися переменными,
но становятся такими после того как мы сделаем некоторую замену.

Задача 3. Ïîäáèðàÿ ïîäõîäÿùóþ çàìåíó, ðåøèòü óðàâíåíèå.

(a) 𝑦′ = 𝑦(1+𝑥𝑦)
𝑥(1−𝑥𝑦) ;

(b) 𝑦′ = − 𝑥+𝑦+1
4𝑥+4𝑦+10 ;

(c) 𝑦′ = sin(𝑥+ 𝑦);

(d) 𝑦′ =
√
4𝑥+ 2𝑦 − 1.

Определение 2. Траекторией íåïðåðûâíîé âåêòîð-ôóíêöèè 𝑓 : 𝐼 → R𝑛, 𝐼 ⊂ R íàçûâàåòñÿ êðèâàÿ

{𝑥(𝑡) | 𝑡 ∈ 𝐼} ⊂ R𝑛

Ìîæíî òàêæå ñêàçàòü, ÷òî òðàåêòîðèÿ � ýòî ïðîåêöèÿ ãðàôèêà ôóíêöèè íà ïðîñòðàíñòâî çíà÷å-
íèé R𝑛.
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Определение 3. Траекторией èëè фазовой кривой àâòîíîìíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

𝑥̇ = 𝑓(𝑥), 𝑥(𝑡) ∈ R𝑛. (3)

íàçûâàåòñÿ òðàåêòîðèÿ ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ. Èíûìè ñëîâàìè, òðàåêòîðèÿ � ýòî ïðîåêöèÿ
èíòåãðàëüíîé êðèâîé íà ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî.

Â äàëüíåéøåì â ýòîì ëèñòêå ïðè ðàññìîòðåíèè ïðîèçâîëüíûõ óðàâíåíèé ìû áóäåì òðåáîâàòü,
÷òîáû äëÿ íèõ âûïîëíÿëîñü óñëîâèå òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ (íàïðèìåð,
äëÿ (3) äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü 𝑓 ∈ 𝐶1).

Задача 4. Äëÿ ñëåäóþùèõ ñèñòåì óðàâíåíèé:

∙ ïîñòðîèòü âåêòîðíîå ïîëå è íàðèñîâàòü ýñêèçû ôàçîâûõ êðèâûõ;
∙ ðåøèòü � íàéòè ÿâíî çàâèñèìîñòü (𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)) (ïîäñêàçêà: â ïðèâåäåííûõ ñèñòåìàõ óðàâíåíèÿ
íå çàâèñÿò äðóã îò äðóãà);

∙ íàðèñîâàòü ôàçîâûå êðèâûå ïî íàéäåííûì óðàâíåíèÿì (äëÿ ýòîãî, âîçìîæíî, ïîíàäîáèòñÿ
âûðàçèòü 𝑦 ÷åðåç 𝑥 èëè 𝑥 ÷åðåç 𝑦);

∙ çàïèñàòü ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå òèïà 𝑑𝑦
𝑑𝑥 = 𝑔(𝑥,𝑦)

𝑓(𝑥,𝑦) , ðåøèòü åãî, ïîñòðîèòü ïîëå íàïðàâëå-
íèé è èíòåãðàëüíûå êðèâûå.

(a) 𝑥̇ = 0, 𝑦̇ = 0;
(b) 𝑥̇ = 1, 𝑦̇ = 𝑦;

(c) 𝑥̇ = 𝑥, 𝑦̇ = 𝑦;
(d) 𝑥̇ = 2𝑥, 𝑦̇ = 𝑦;

(e) 𝑥̇ = 𝑥, 𝑦̇ = −𝑦;
(f) 𝑥̇ = 𝑥2, 𝑦̇ = −𝑦;
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