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Семинар 5. Уравнения второго порядков и полные дифференциалы (21.02.2014)
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Задача 1. Äëÿ ñëåäóþùèõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà çàïèñàòü ñîîòâåòñòâóþùóþ ñèñòåìó ïåðâîãî
ïîðÿäêà, ïîñòðîèòü å¼ âåêòîðíîå ïîëå è íàéòè ôàçîâûå êðèâûå (ìîæíî â âèäå íåÿâíîé ôóíêöèè)
ïóò¼ì ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî íåàâòîíîìíîãî óðàâíåíèÿ.

(a) 𝑥̈ = 1; (b) 𝑥̈ = 𝑥; (c) 𝑥̈ = 𝑥̇; (d) (*) 𝑥̈ = 𝑥̇+ 𝑥.

Определение 1. Óðàâíåíèå
𝐹 (𝑥, 𝑦)𝑑𝑥+𝐺(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 = 0 (1)

íàçûâàåòñÿ уравнением в полных дифференциалах, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôóíêöèÿ 𝐻(𝑥, 𝑦), ÷òî

ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (1) ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì äèôôåðåíöèàëîì 𝑑𝐻(𝑥, 𝑦), òî åñòü 𝐹 (𝑥, 𝑦) = 𝜕𝐻(𝑥,𝑦)
𝜕𝑥 è

𝐺(𝑥, 𝑦) = 𝜕𝐻(𝑥,𝑦)
𝜕𝑦 .

Замечание 1. Интегральными кривыми уравнения (1) являются линии уровня функции 𝐻.

Теорема 2. Уравнение (1) является уравнением в полных дифференциалах тогда и только тогда,

когда 𝜕𝐹
𝜕𝑦 = 𝜕𝐺

𝜕𝑥 .

Задача 3. Äîêàçàòü

(a) íåîáõîäèìîñòü â òåîðåìå 2.
(b) (*) äîñòàòî÷íîñòü â òåîðåìå 2.

Замечание 2. Если выполняется условие теоремы 2, функцию 𝐻 можно найти следующим обра-

зом: проинтегрировать функцию 𝐹 по 𝑥, полагая 𝑦 фиксированным; при этом константа инте-

грирования будет зависеть от 𝑦, и её можно будет найти, подставив результат интегрирования

в уравнение 𝜕𝐻
𝜕𝑦 = 𝐺.

Задача 4. Íàéòè âûðàæåíèå, çàäàþùåå èíòåãðàëüíûå êðèâûå ñëåäóþùèõ óðàâíåíèé:

(a) (2𝑥+ 3𝑥2𝑦)𝑑𝑥+ (𝑥3 − 3𝑦2)𝑑𝑦 = 0;

(b) 2𝑥𝑦 𝑑𝑥+ (𝑥2 − 𝑦2) 𝑑𝑦 = 0;

(c) 𝑥̇ = 𝑡(9𝑡𝑥2−2)
𝑥(4𝑥2−6𝑡3) ;

(d) 𝑒−𝑦𝑑𝑥− (2𝑦 + 𝑥𝑒−𝑦)𝑑𝑦 = 0.

Определение 2. Óðàâíåíèå âèäà
𝑦′ = 𝑎(𝑥)𝑦 (2)

íàçûâàåòñÿ однородным линейным уравнением (ïåðâîãî ïîðÿäêà â ðàçìåðíîñòè 1, ñ ïåðåìåííûìè
êîýôôèöèåíòàìè), à óðàâíåíèå

𝑦′ = 𝑎(𝑥)𝑦 + 𝑏(𝑥) (3)

íàçûâàåòñÿ неоднородным ëèíåéíûì óðàâíåíèåì.

Замечание 3. Однородное линейное уравнение является уравнением с разделяющимися перемен-

ными.

Задача 5. (*) Ðåøèòü óðàâíåíèå (2) â îáùåì âèäå.

Замечание 4. Уравнение (3) превращается в уравнение в полных дифференциалах, если домно-

жить его на функцию

𝐼(𝑥) = 𝑒−
∫︀
𝑎(𝑥)𝑑𝑥

Задача 6. Ðåøèòü ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ.

(a) 𝑥̇ = 𝑥+ 𝑡;
(b) 𝑥𝑦′ − 2𝑦 = 2𝑥4;
(c) (2𝑥+ 1)𝑦′ = 4𝑥+ 2𝑦;

(d) (𝑥𝑦 + 𝑒𝑥)𝑑𝑥− 𝑥 𝑑𝑦 = 0;
(e) 𝑥2𝑦′ + 𝑥𝑦 + 1 = 0;
(f) 𝑦′ = 𝑦

3𝑥−𝑦2 .
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