
ВШЭ–РЭШ, 2013/14, «Дифференциальные уравнения»

Совместный бакалавриат ВШЭ–РЭШ, 2013/14 уч. год
Дифференциальные уравнения
Семинар 4. Системы уравнений и фазовое пространство (14.02.2014)
И. А. Хованская, И. В. Щуров, П. Ф. Соломатин, А. Петрин, Н. Солодовников

Определение 1. Траекторией íåïðåðûâíîé âåêòîð-ôóíêöèè 𝑓 : 𝐼 → R𝑛, 𝐼 ⊂ R íàçûâàåòñÿ êðèâàÿ

{𝑥(𝑡) | 𝑡 ∈ 𝐼} ⊂ R𝑛

Ìîæíî òàêæå ñêàçàòü, ÷òî òðàåêòîðèÿ � ýòî ïðîåêöèÿ ãðàôèêà ôóíêöèè íà ïðîñòðàíñòâî çíà÷å-
íèé R𝑛.

Задача 1. Íàðèñîâàòü ãðàôèêè è òðàåêòîðèè ñëåäóþùèõ âåêòîð-ôóíêöèé.

(a) 𝜙(𝑡) = (cos 𝑡, sin 𝑡), 𝑡 ∈ [0, 2𝜋);
(b) 𝜙(𝑡) = (sin 𝑡, cos 𝑡), 𝑡 ∈ [0, 2𝜋);

(c) 𝜙(𝑡) = (𝑡 cos 𝑡, 𝑡 sin 𝑡), 𝑡 ≥ 0;
(d) 𝜙(𝑡) = (

√
1− 𝑡,

√
𝑡), 𝑡 ∈ [0, 1].

Определение 2. Траекторией èëè фазовой кривой àâòîíîìíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

𝑥̇ = 𝑓(𝑥), 𝑥(𝑡) ∈ R𝑛. (1)

íàçûâàåòñÿ òðàåêòîðèÿ ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ. Èíûìè ñëîâàìè, òðàåêòîðèÿ � ýòî ïðîåêöèÿ
èíòåãðàëüíîé êðèâîé íà ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî.

Â äàëüíåéøåì â ýòîì ëèñòêå ïðè ðàññìîòðåíèè ïðîèçâîëüíûõ óðàâíåíèé ìû áóäåì òðåáîâàòü,
÷òîáû äëÿ íèõ âûïîëíÿëîñü óñëîâèå òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ (íàïðèìåð,
äëÿ (1) äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü 𝑓 ∈ 𝐶1).

Задача 2. (*)1 Äîêàæèòå, ÷òî, ÷åðåç ëþáóþ òî÷êó ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà àâòîíîìíîãî äèôôåðåí-
öèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1) ïðîõîäèò (ëîêàëüíî) åäèíñòâåííàÿ ôàçîâàÿ êðèâàÿ.

Задача 3. (*) Ðàññìîòðèì ñèñòåìó

𝑥̇ = 𝑓(𝑥, 𝑦), 𝑦̇ = 𝑔(𝑥, 𝑦). (2)

Ïóñòü (𝑥0, 𝑦0) � íåêîòîðàÿ òî÷êà ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðîé 𝑓(𝑥0, 𝑦0) ̸= 0. Äîêàæèòå, ÷òî
ôàçîâàÿ êðèâàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç ýòó òî÷êó, ñîâïàäàåò (âáëèçè ýòîé òî÷êè) ñ èíòåãðàëüíîé êðèâîé
óðàâíåíèÿ

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑔(𝑥, 𝑦)

𝑓(𝑥, 𝑦)
, (3)

óäîâëåòâîðÿþùåé íà÷àëüíîìó óñëîâèþ 𝑦(𝑥0) = 𝑦0.

Задача 4. Äëÿ ñëåäóþùèõ ñèñòåì óðàâíåíèé:
∙ ïîñòðîèòü âåêòîðíîå ïîëå è íàðèñîâàòü ýñêèçû ôàçîâûõ êðèâûõ;
∙ ðåøèòü � íàéòè ÿâíî çàâèñèìîñòü (𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)) (ïîäñêàçà: â ïðèâåäåííûõ ñèñòåìàõ óðàâíåíèÿ
íå çàâèñÿò äðóã îò äðóãà);

∙ íàðèñîâàòü ôàçîâûå êðèâûå ïî íàéäåííûì óðàâíåíèÿì (äëÿ ýòîãî, âîçìîæíî, ïîíàäîáèòñÿ
âûðàçèòü 𝑦 ÷åðåç 𝑥 èëè 𝑥 ÷åðåç 𝑦);

∙ çàïèñàòü ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå òèïà (3), ðåøèòü åãî, ïîñòðîèòü ïîëå íàïðàâëåíèé è
èíòåãðàëüíûå êðèâûå.

(a) 𝑥̇ = 0, 𝑦̇ = 0;
(b) 𝑥̇ = 1, 𝑦̇ = 𝑦;

(c) 𝑥̇ = 𝑥, 𝑦̇ = 𝑦;
(d) 𝑥̇ = 2𝑥, 𝑦̇ = 𝑦;

(e) 𝑥̇ = 𝑥, 𝑦̇ = −𝑦;
(f) 𝑥̇ = 𝑥2, 𝑦̇ = −𝑦;

Задача 5. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó
𝑥̇ = −𝑦, 𝑦̇ = 𝑥.

(a) Íàðèñîâàòü âåêòîðíîå ïîëå.
(b) Íàðèñîâàòü ýñêèç ôàçîâûõ êðèâûõ.
(c) Çàïèñàòü ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå òèïà (3) è ðåøèòü åãî.
(d) Íàðèñîâàòü ôàçîâûå êðèâûå.

1Звёздочками отмечены задачи, которые не войдут в самостоятельную через неделю.
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