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Определение 1. Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âèäà

𝑦′ =
𝑓(𝑦)

𝑔(𝑥)
(1)

íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì с разделяющимися переменными.

Замечание 1. Для уравнений с разделяющимися переменными есть явный алгоритм отсыкания
решений (правда, иногда эти решения могут будут заданы неявной функцией).

Запишем уравнение (1) в виде:
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑓(𝑦)

𝑔(𝑥)

Дальше магия (мы обсудим, какой смысл означает это равенство, когда освоимся с дифференци-
альными формами):

𝑑𝑦

𝑓(𝑦)
=

𝑑𝑥

𝑔(𝑥)

Интегрируем: ∫︁
𝑑𝑦

𝑓(𝑦)
=

∫︁
𝑑𝑥

𝑔(𝑥)

После интегрирования получается равенство, связывающее 𝑦 и 𝑥, то есть выражающее неявно
функцию 𝑦(𝑥).

Если была поставлена задача Коши с начальным условием 𝑦(𝑥0) = 𝑦0, решение можно запи-
сать в таком виде: ∫︁ 𝑦(𝑥)

𝑦0

𝑑𝑧

𝑓(𝑧)
=

∫︁ 𝑥

𝑥0

𝑑𝜉

𝑔(𝜉)
(2)

Задача 1. (*)1 Ïóñòü 𝐹 (𝑦) =
∫︀ 𝑦

𝑦0

𝑑𝑧
𝑓(𝑧) è 𝑦 = 𝑦(𝑥) � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ.

(a) Íàéòè 𝑑
𝑑𝑥𝐹 (𝑦(𝑥)) (âûðàçèòü ðåçóëüòàò ÷åðåç 𝑓(𝑦(𝑥)) è 𝑦′(𝑥)).

(b) Äèôôåðåíöèðóÿ îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà (2) ïî ïåðåìåííîé 𝑥, ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ 𝑦(𝑥), óäî-
âëåòâîðÿþùàÿ (2), óäîâëåòâîðÿåò òàêæå (1), òî åñòü ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ.

Задача 2. Ðåøèòå óðàâíåíèå. Íàðèñóéòå ñîîòâåñòâóþùåå ïîëå íàïðàâëåíèé è åãî интегральные
кривые. Âûïèøèòå ñîîòâåñòâóùóþ åìó äèôôåðåíöèàëüíóþ ôîðìó.

(a) 𝑦′ = 𝑦/𝑥;

(b) 𝑦′ = 2𝑦/𝑥;

(c) 𝑦′ = 𝑦/(2𝑥);

(d) 𝑦′ = −𝑦/𝑥;

(e) 𝑦′ = −𝑥/𝑦;

(f) 𝑦′ = 𝑥𝑦;

(g) 𝑦′ = −𝑥𝑦;

(h) 𝑦′ = 5
√︀

𝑦4.

Задача 3. Ðåøèòå óðàâíåíèÿ:

(a) (𝑥2 + 4)𝑦′ = 2𝑥𝑦;
(b) 𝑦′ = −𝑥𝑒𝑦;

(c) 𝑦′ ctg2(𝑥) + tg2(𝑦) = 0;
(d) 𝑥𝑦′ + 𝑦 = 𝑦2.

Замечание 2. Некоторые уравнения не являются уравнениями с разделяющимися переменными,
но становятся такими после того как мы сделаем некоторую замену.

Задача 4. Ïîäáèðàÿ ïîäõîäÿùóþ çàìåíó, ðåøèòü óðàâíåíèå.

(a) 𝑦′ = 𝑦(1+𝑥𝑦)
𝑥(1−𝑥𝑦) ;

(b) 𝑦′ = − 𝑥+𝑦+1
4𝑥+4𝑦+10 ;

(c) 𝑦′ = sin(𝑥+ 𝑦);

(d) 𝑦′ =
√
4𝑥+ 2𝑦 − 1.

1Звёздочками отмечены задачи, которые не войдут в самостоятельную через неделю.
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