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Ðèñ. 1: Ðèñóíîê ê çàäà÷å ??

Совместный бакалавриат ВШЭ–РЭШ, 2013/14 уч. год
Дифференциальные уравнения
Семинар 13. Устойчивость (16.05.2014)
И. А. Хованская, И. В. Щуров, П. Ф. Соломатин, А. Петрин, Н. Солодовников

Задача 1. [?] Èññëåäîâàòü óñòîé÷èâîñòü ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ ñëåäóþùèõ óðàâíåíèé è ñèñòåì:
îïðåäåëèòü, ÿâëÿþòñÿ ëè îíè óñòîé÷èâûìè ïî Ëÿïóíîâó, àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûìè?

(a) 𝑥̇ = 0;

(b)

{︃
𝑥̇ = 0,

𝑦̇ = 𝑦

(c)

{︃
𝑥̇ = 𝑦,

𝑦̇ = −𝑥

(d)

{︃
𝑥̇ = 𝑥2

𝑦̇ = −𝑦

(e)

{︃
𝑥̇ = 𝑦 + 𝑥(1− 𝑥2 − 𝑦2)

𝑦̇ = −𝑥+ 𝑦(1− 𝑥2 − 𝑦2)

(f)

{︃
𝑥̇ = 𝑦 − 𝑥(𝑥2 + 𝑦2)

𝑦̇ = −𝑥− 𝑦(𝑥2 + 𝑦2)

Задача 2. [?] Òðàåêòîðèè ñèñòåìû {︃
𝑥̇ = 𝑓(𝑥, 𝑦),

𝑦̇ = 𝑔(𝑥, 𝑦),

ãäå ôóíêöèè 𝑓 , 𝑔, 𝑓 ′
𝑥, 𝑓

′
𝑦, 𝑔

′
𝑥, 𝑔

′
𝑦 íåïðåðûâíû, èçîáðàæåíû íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè (ñì. ðèñ. ??). ×òî

ìîæíî ñêàçàòü î ïîâåäåíèè ðåøåíèé ïðè 𝑡 → +∞? ßâëÿåòñÿ ëè íóëåâîå ðåøåíèå àñèìïòîòè÷åñêè
óñòîé÷èâûì? Óñòîé÷èâûì ïî Ëÿïóíîâó?

Задача 3. [?] Èñïîëüçóÿ òåîðåìó îá óñòîé÷èâîñòè ïî ïåðâîìó ïðèáëèæåíèþ, èññëåäîâàòü, ïðè
êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ 𝑎 è 𝑏 àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî íóëåâîå ðåøåíèå. Ïðè êàêèõ îíî
ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâûì ïî Ëÿïóíîâó? Ïðè êàêèõ òåîðåìà íå äà¼ò îòâåò íà âîïðîñ îá óñòîé÷èâîñòè?

(a)

{︃
𝑥̇ = 𝑎𝑥− 2𝑦 + 𝑥2

𝑦̇ = 𝑥+ 𝑦 + 𝑥𝑦

(b)

{︃
𝑥̇ = 𝑦 + sin𝑥

𝑦̇ = 𝑎𝑥+ 𝑏𝑦

(c)

{︃
𝑥̇ = 𝑎𝑥+ 2𝑦

𝑦̇ = −5𝑥− 3𝑦

Задача 4. Èçâåñòíî, ÷òî ñóùåñòâóåò ðåøåíèå 𝑥(𝑡) ∈ R𝑛 äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ 𝑥̇ = 𝑣(𝑥),
òàêîå ÷òî 𝑥(0) ̸= 0 è lim𝑡→−∞ 𝑥(𝑡) = 0. ×òî ìîæíî ñêàçàòü îá óñòî÷èâîñòè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ
𝑥 = 0?
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