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1 Замены координат

1.1 Векторные и ковекторные пространства

Задача 1. Íàéäèòå êîîðäèíàòû òî÷êè
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Î÷åâèäíî, ÷òî çíà÷åíèå ëèíåéíîé ôóíêöèè íà âåêòîðå íå çàâèñèò îò ñïîñîáà çàïèñè â êîîðäè-
íàòàõ ýòîãî âåêòîðà è ýòîé ëèíåéíîé ôóíêöèè.

Задача 2. Ðàññìîòðèì îäíîìåðíîå âåêòîðíîå ïîñòðàíñòâî c êîîðäèíàòîé 𝑥. Â ïðîñòðàíñòâå êî-
âåêòîðîâ áàçèñîì áóäåò ôîðìà 𝑑𝑥. Ðàññìîòðèì âåêòîð 𝑣, èìåþùèé êîîðäèíàòó 𝑥 = 2, è êîâåêòîð
𝜔 = 3 𝑑𝑥.

(a) Íàéòè çíà÷åíèå êîâåêòîðà 𝜔 íà âåêòîðå 𝑣.
(b) Ñäåëàåì çàìåíó êîîðäèíàò: 𝑦 = 4𝑥. Íàéòè êîîðäèíàòó âåêòîðà 𝑣 â íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.
(c) Íàéòè êîâåêòîð 𝜔 â íîâûõ êîîðäèíàòàõ, òî åñòü âûðàçèòü åãî â âèäå 𝜔 = 𝑐 𝑑𝑦. Äëÿ ýòîãî íóæíî

íàéòè òàêîå ÷èñëî 𝑐, ÷òîáû çíà÷åíèå êîâåêòîðà íà âåêòîðå 𝑣 îñòàëîñü íåèçìåííûì.
(d) Êàê ìåíÿþòñÿ êîîðäèíàòû âåêòîðîâ ïðè çàìåíå êîîðäèíàò â îäíîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå? Êàê

ìåíÿþòñÿ êîîðäèíàòû êîâåêòîðîâ?

Задача 3. Âûáåðåì â êà÷åñòâå áàçèñà íà ïðîñòðàíñòâå êîâåêòîðîâ ôîðìû 𝑑𝑥 è 𝑑𝑦. Ðàññìîòðèì
íà ïëîñêîñòè âåêòîð 𝑣 = (𝑣1, 𝑣2) è êîâåêòîð 𝜔 = (𝜔1, 𝜔2) = 𝜔1𝑑𝑥 + 𝜔2𝑑𝑦. Êðîìå ýòîãî ðàññìîòðèì
ïðîèçâîëüíóþ ëèíåéíóþ çàìåíó êîîðäèíàò

𝜉 = 𝑎𝑥+ 𝑏𝑦, 𝜂 = 𝑐𝑥+ 𝑑𝑦.

(a) Çàïèøèòå â êîîðäèíàòàõ çíà÷åíèå 𝜔 íà 𝑣 (òî åñòü çàïèøèòå ôîðìóëó, ñ ïîìîùüþ êîòîðîé
ìîæíî ïîñ÷èòàòü çíà÷åíèå 𝜔 íà 𝑣, çíàÿ êîîðäèíàòû 𝜔 è 𝑣).

(b) Çàïèøèòå êîîðäèíàòû âåêòîðà 𝑣 â ñèñòåìå êîîðäèíàò (𝜉, 𝜂).
(c) Êàêèå êîîðäèíàòû ó êîâåêòîðà 𝜔 â ñèñòåìå êîîðäèíàò (𝜉, 𝜂)? Ïî÷åìó?

1.2 Точечно-векторные пространства

Äî ñèõ ïîð â ýòîì ëèñòêå ìû ðàññìàòðèâàëè ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà, ýëåìåíòàìè êîòîðûõ áûëè
âåêòîðû è ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû (êîâåêòîðû). Ñåé÷àñ ìû ïåðåõîäèì ê áîëåå ñëîæíî óñòðîåííûì
ïðîñòðàíñòâàì, êîòîðûå ìîæíî áûëî áû íàçâàòü òî÷å÷íî-âåêòîðíûìè. Òàêîå ïðîñòðàíñòâî ñîñòîèò
èç òî÷åê, ê êàæäîé èç êîòîðûõ ìîæíî ïðèêëàäûâàòü âåêòîðû. Ïðè ýòîì âåêòîðû, ïðèëîæåííûå ê
îäíîé è òîé æå òî÷êå, ìîæíî ìåæäó ñîáîé ñêëàäûâàòü (îíè îáðàçóþò âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî), íî
âåêòîðû, ïðèëîæåííûå ê ðàçíûì òî÷êàì, ñêëàäûâàòü íåëüçÿ.

Âåêòîðíûå ïîëÿ, ÿâëÿþùèåñÿ ïðàâûìè ÷àñòÿìè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ¾æèâóò¿ â òà-
êèõ òî÷å÷íî-âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ: â êàæäîé òî÷êå ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ïðèëîæåí ñâîé âåê-
òîð. Äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû òàêæå îïðåäåëåíû íà òî÷å÷íî-âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Ïîñìîòðèì, êàê çàìåíû êîîðäèíàò â òî÷å÷íî-âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ âëèÿþò íà âåêòîðû è
êîâåêòîðû, ïðèëîæåííûå ê ðàçíûì òî÷êàì.

Задача 4. Ðàññìîòðèì åäèíè÷íîå âåêòîðíîå ïîëå íà ïðÿìîé: ê êàæäîé òî÷êå 𝑥 ïðèëîæåí åäèíè÷-
íûé âåêòîð. Åìó ñîîòâåòñòâóåò äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

𝑥̇ = 1 (1)

Ðàññìîòðèì çàìåíó êîîðäèíàò 𝑦 = 𝑔(𝑥). Âûáåðåì êàêóþ-íèáóäü òî÷êó 𝑃 ñ êîîðäèíàòîé 𝑥 = 𝑎.
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(a) Íàéòè êîîðäèíàòó òî÷êè 𝑃 â íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.
(b) Íàéòè âèä óðàâíåíèÿ (1) â íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.
(c) Íàéòè êîîðäèíàòû âåêòîðà, ïðèëîæåííîãî ê òî÷êå 𝑃 , â íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.
(d) Ïðîäåëàòü òå æå ñàìûå ïóíêòû ñ óðàâíåíèåì 𝑥̇ = 𝑣(𝑥) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ 𝑣.

Задача 5. Ðàññìîòðèì íà ïðÿìîé ôîðìó 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 è çàìåíó êîîðäèíàò 𝑥 = 𝑔(𝑢). Êàê â íîâîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò çàïèñûâàåòñÿ ôîðìà?

Задача 6. Ïóñòü 𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑦), 𝑣 = 𝑣(𝑥, 𝑦) � íîâûå êîîðäèíàòû, è çàäàíà êðèâàÿ 𝛾(𝑡) = (𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)).
Êàñàòåëüíûé âåêòîð ê íåé â êîîðäèíàòàõ (𝑥, 𝑦) èìååò âèä

𝛾̇(𝑡) =
𝑑

𝑑𝑡
(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)) = (𝑥̇(𝑡), 𝑦̇(𝑡)). (2)

Äîêàæèòå, ÷òî â êîîðäèíàòàõ (𝑢, 𝑣) êàñàòåëüíûé âåêòîð èìååò âèä

𝛾̇(𝑡) =

(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑥
𝑥̇+

𝜕𝑢

𝜕𝑦
𝑦̇,

𝜕𝑣

𝜕𝑥
𝑥̇+

𝜕𝑣

𝜕𝑦
𝑦̇

)︂
. (3)

(Âîñïîëüçóéòåñü òåîðåìîé î ïðîèçâîäíîé ñëîæíîé ôóíêöèè.)

Замечание 1. При линейной замене координат на плоскости любой вектор в новой системе

координат выражается линейно через свои старые координаты.

Нелинейное отображение плоскости (𝑥, 𝑦) ↦→ (𝑢(𝑥, 𝑦), 𝑣(𝑥, 𝑦)) в каждой точке можно прибли-

зить линейным действием на приложенных к этой точке векторах. Матрица линейного отоб-

ражения задается равенством правых частей уравнений (2) и (3).

Äèôôåðåíöèàëüíàÿ 1-ôîðìà â êàæäîé òî÷êå çàäà¼ò êîâåêòîð, îïðåäåëåííûé íà âåêòîðàõ, ïðè-
êðåïëåííûõ ê äàííîé òî÷êå. Çíà÷åíèå êîâåêòîðà íà äàííîì âåêòîðå íå çàâèñèò îò ñèñòåìû êîîðäè-
íàò, çíà÷åíèå êîâåêòîðà íà âåêòîðå ëèíåéíî çàâèñèò êàê îò âåêòîðà, òàê è îò êîâåêòîðà, à çàìåíà
êîîðäèíàò ëèíåéíî èçìåíÿåò êîîðäèíàòû âåêòîðîâ, ïðèêðåïëåííûõ ê äàííîé òî÷êå. Ïîýòîìó íà
êîîðäèíàòû êîâåêòîðà äåéñòâóåò ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå, îáðàòíîå ê îòîáðàæåíèþ äëÿ âåêòîðîâ.

Задача 7. Ïðîâåäèòå ñòðîãî ïðåäûäóùåå ðàññóæäåíèå â êîîðäèíàòíûõ òåðìèíàõ è çàïèøèòå çà-
ìåíû êîîðäèíàò äèôôåðåíöèàëüíûõ 1-ôîðì
(a) íà ïëîñêîñòè
(b) â 𝑛-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.

2 Связь 1-форм и дифференциальных уравнений

Íàïîìíèì, ÷òî äèôôåðåíöèàëüíàÿ 1-ôîðìà åñòü (ãëàäêî) çàâèñÿùèé îò òî÷êè ïðîñòðàíñòâà êîâåê-
òîð. Òî÷êó ïðèëîæåíèÿ âåêòîðîâ ìîãóò íå óêàçûâàòü, åñëè îíà ïîíÿòíà èç êîíòåêñòà.

Задача 8. Ðàññìîòðèì íà ïëîñêîñòè ãëàäêóþ êðèâóþ 𝛾(𝑡) = (𝛾1(𝑡), 𝛾2(𝑡)) è ôîðìû 𝑑𝑥, 𝑑𝑦. Êàêîâ
ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë âûðàæåíèé
(a) 𝛾̇(𝑡),
(b) 𝑑𝑥(𝛾(𝑡), 𝛾̇(𝑡)), 𝑑𝑦(𝛾(𝑡), 𝛾̇(𝑡)),
(c) îòíîøåíèÿ 𝑑𝑦(𝛾(𝑡), 𝛾̇(𝑡))/𝑑𝑥(𝛾(𝑡), 𝛾̇(𝑡))?

Задача 9. Ïóñòü ïëîñêàÿ êðèâàÿ 𝛾 � èíòåãðàëüíàÿ äëÿ óðàâíåíèÿ

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= −𝐴(𝑥, 𝑦)

𝐵(𝑥, 𝑦)
. (4)

(a) Íàéäèòå êàñàòåëüíûé âåêòîð ê êðèâîé â òî÷êå (𝑥, 𝑦).
(b) Íàéäèòå çíà÷åíèå 1-ôîðìû 𝐴(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥+𝐵(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 íà ýòîì êàñàòåëüíîì âåêòîðå

Задача 10. Ôîðìà 𝐴(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥+𝐵(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 çàäàåò íà ïëîñêîñòè ïîëå íàïðàâëåíèé (ñì. ïðåäûäóùóþ
äîìàøíþþ ðàáîòó). Ïóñòü 𝛾 � êðèâàÿ, â êàæäîé ñâîåé òî÷êå êàñàþùàÿñÿ ïðÿìûõ ýòîãî ïîëÿ.

Äîêàæèòå, ÷òî êðèâàÿ 𝛾 � èíòåãðàëüíàÿ äëÿ óðàâíåíèÿ (4).

Замечание 2. В дифференциальном уравнении 𝑑𝑦
𝑑𝑥 — единый формальный символ, а в дифферен-

циальных 1-формах 𝑑𝑦 и 𝑑𝑥 в данной точке — пара линейных функций. Отношение их значений

на некотором векторе — вещественное число, в случае декартовых координат равное тангенсу

угла наклона прямой поля направлений.
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3 Интегрирование 1-форм

Определение 1. Âîçüìåì äèôôåðåíöèàëüíóþ 1-ôîðìó 𝜔 è ãëàäêóþ êðèâóþ 𝛾 â 𝑛-ìåðíîì âåùå-
ñòâåííîì ïðîñòðàíñòâå, 𝛾 : [0, 1] → R𝑛.

Интегралом îò ôîðìû 𝜔 âäîëü êðèâîé 𝛾 íàçûâàþò

∫︁
𝛾

𝜔 =

1∫︁
0

𝜔(𝛾̇(𝑡))𝑑𝑡. (5)

Задача 11. (a) Äîêàæèòå, ÷òî èíòåãðàë îò ôîðìû çàäàí êîððåêòíî, òî åñòü íå çàâèñèò îò ñïîñîáà
ïàðàìåòðèçàöèè êðèâîé 𝛾. Èíûìè ñëîâàìè, ïóñòü 𝛾(𝑡) = 𝛾(𝑠(𝑡)), ãäå 𝑠 : [0, 1] → [0, 1] � ãëàäêîå
âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ìîíîòîííîå îòîáðàæåíèå (ðåïàðàìåòðèçàöèÿ). Äîêàæèòå, ÷òî èíòåãðàë
íå èçìåíèòñÿ, åñëè â åãî îïðåäåëåíèè çàìåíèòü 𝛾 íà 𝛾. Óêàçàíèå: âîñïîëüçóéòåñü ôîðìóëîé
çàìåíû ïåðåìåííûõ â èíòåãðàëå è òåîðåìîé î ïðîèçâîäíîé ñëîæíîé ôóíêöèè.

(b) Ïðîâåðüòå, ÷òî â îäíîìåðíîì ñëó÷àå èíòåãðàë îò ôîðìû 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ïî îòðåçêó [𝑎, 𝑏] ñîâïàäàåò ñ
èíòåãðàëîì Ðèìàíà ôóíêöèè 𝑓 ïî òîìó æå îòðåçêó. Óêàçàíèå: ïàðàìåòðèçóéòå îòðåçîê [𝑎, 𝑏]
êàê-íèáóäü � íàïðèìåð, ëèíåéíî îòîáðàçèâ íà íåãî îòðåçîê [0, 1].

(c) Íàéäèòå èíòåãðàë îò ôîðìû 𝑥 𝑑𝑦 ïî êâàäðàòó ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ (−1,−1), (−1, 1), (1,−1),
(1, 1).

(d) Â ÷åì ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë èíòåãðàëà îò 𝑥 𝑑𝑦 ïî çàìíêóòîé êðèâîé? À îò 𝑦 𝑑𝑥?

4 Обоснование метода решения уравнений с разделяющимися

переменными

Задача 12. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

𝑥̇ = 𝑓(𝑥), 𝑦̇ = 𝑔(𝑦).

Ïóñòü 𝛾(𝑡) = (𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)) � ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì 𝑥(0) = 𝑥0, 𝑦(0) = 𝑦0.

(a) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè 𝑡, â êîòîðîé îïðåäåëåíî 𝛾(𝑡), âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

𝑑𝑦

𝑔(𝑦)
=

𝑑𝑥

𝑓(𝑥)
,

ãäå çíà÷åíèÿ ôîðì áåðóòñÿ íà êàñàòåëüíîì âåêòîðå ê êðèâîé 𝛾 â òî÷êå 𝑡.
Подсказка: см. задачу 9.

(b) Ïóñòü (𝑥, 𝑦) � íåêîòîðàÿ òî÷êà íà êðèâîé 𝛾. Äîêàæèòå, ÷òî∫︁ (𝑥,𝑦)

(𝑥0,𝑦0)

𝑑𝑦

𝑔(𝑦)
=

∫︁ (𝑥,𝑦)

(𝑥0,𝑦0)

𝑑𝑥

𝑓(𝑥)
,

ãäå èíòåãðàë ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê èíòåãðàë îò ñîîòâåòñâòóþùåé ôîðìû ïî êðèâîé 𝛾.
(c) Äîêàæèòå, ÷òî ∫︁ 𝑦

𝑦0

𝑑𝑦

𝑔(𝑦)
=

∫︁ 𝑥

𝑥0

𝑑𝑥

𝑓(𝑥)
,

ãäå èíòåãðàëû ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê èíòåãðàëû îò ñîîòâåòñòâóþùåé ôóíêöèè ïî ñîîòâåòñòâó-
þùåé êîîðäèíàòå.
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