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Замечание 1. Данный дополнительный листочек разделен на три части: Обоснование численных
методов 1, их Реализация 2 и Приложения 3. Части независимы друг от друга, можно решать
только отдельные интересующие задачи или темы.

1 Обоснование численных методов

Замечание 2. Здесь и далее мы будем рассматривать дифференциальное уравнение

𝑦′(𝑥) = 𝑓(𝑥, 𝑦) (1)

с начальным условием 𝑦(𝑥0) = 𝑦0.

Напоминание. Ìåòîä Ýéëåðà ïðèáëèæåííî ðåøàåò äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, èñïîëüçóÿ ñëå-
äóþùóþ èíäóêöèîííóþ ôîðìóëó. Àëãîðèòì ñòàðòóåò èç äàííîãî íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ 𝑦(𝑥0) = 𝑦0,
äàëüøèå øàãè îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå:

𝑥𝑖+1 = 𝑥𝑖 + ℎ;

𝑦𝑖+1 = 𝑦𝑖 + ℎ · 𝑓(𝑥𝑖, 𝑦𝑖),

ãäå ℎ � êàêîå-òî ìàëåíüêîå ÷èñëî (шаг).

Задача 1 (Ìåòîä Ýéëåðà). (a) Ðàññìîòðèì ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ 𝑦(𝑥). Çàïè-
øèòå ðàçëîæåíèå ôóíêöèè 𝑦(𝑥) â ðÿä Òåéëîðà ñ äâóìÿ ÷ëåíàìè (äî ëèíåéíîãî ÷ëåíà) â íåêî-
òîðîé òî÷êå 𝑥𝑖. Ïðè çàïèñè çàìåíèòå 𝑦

′(𝑥) íà ñîîòâåòñòâóþùóþ ôóíêöèþ èç äèôôåðåíöèàëü-
íîãî óðàâíåíèÿ. Àïïðîêñèìèðóþùóþ ôóíêöèþ íàçîâåì 𝑦𝑥𝑖(𝑥). Êàêîâà îøèáêà ðàçëîæåíèÿ
(𝑦(𝑥) − 𝑦𝑥𝑖(𝑥)) â òåðìèíàõ 𝑂((𝑥 − 𝑥𝑖)

𝑛)? (Èíûìè ñëîâàìè, òðåáóåòñÿ íàéòè òàêîå ìàêñèìàëü-
íîå 𝑛, ÷òî 𝑦(𝑥)− 𝑦𝑥𝑖

(𝑥) = 𝑂(𝑥− 𝑥𝑖)
𝑛.)

(b) Çàïèøèòå 𝑦𝑥𝑖
(𝑥𝑖 + ℎ) äëÿ íåêîòîðîãî ℎ. Êàêîâà îøèáêà ðàçëîæåíèÿ â òåðìèíàõ 𝑂(ℎ𝑛)?

(c) Ïóñòü 𝑦ℎ(𝑥) � êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ, ïðèíèìàþùàÿ â òî÷êàõ 𝑥𝑖 çíà÷åíèÿ 𝑦𝑖, âû÷èñ-
ëåííûå ïî ìåòîäó Ýéëåðà ñ øàãîì ℎ. Ýòà ôóíêöèÿ ïðèáëèæàåò èñòèííîå ðåøåíèå 𝑦(𝑥) äèô-
ôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, å¼ ãðàôèêîì ÿâëÿåòñÿ ëîìàíàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êè (𝑥𝑖, 𝑦𝑖).
Çàôèêñèðóåì êàêîå-íèáóäü 𝑥 > 𝑥0. Íàéòè òàêîå ìàêñèìàëüíîå 𝑛, ÷òî 𝑦(𝑥)− 𝑦ℎ(𝑥) = 𝑂(ℎ𝑛). (Â
ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ìåòîä èìååò сходимость ïîðÿäêà 𝑂(ℎ𝑛).) Çäåñü ñëåäóåò ó÷åñòü, ÷òî
ñ óìåíüøåíèåì ℎ ïîòðåáóåòñÿ ñäåëàòü áîëüøå øàãîâ, ÷òîáû äîñòèãíóòü òî÷êè 𝑥.

Задача 2 (Ìåòîä Ðóíãå�Êóòòû âòîðîãî ïîðÿäêà (RK2)). (a) Ðàññìîòðèì ðåøåíèå 𝑦(𝑥) äèôôå-
ðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1). Çàïèøèòå ðàçëîæåíèå ôóíêöèè 𝑦(𝑥) â ðÿä Òåéëîðà ñ òðåìÿ ÷ëå-
íàìè (äî êâàäðàòè÷íîãî âêëþ÷èòåëüíî) â òî÷êå 𝑥𝑖. Ïðè çàïèñè çàìåíèòå 𝑦

′(𝑥) íà ñîîòâåòñòâó-
þùóþ ôóíêöèþ èç äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Íàçîâåì ïîëó÷èâøóþñÿ ôóíêöèþ 𝑦𝑥𝑖

(𝑥)
Êàêîâà îøèáêà ðàçëîæåíèÿ â òåðìèíàõ 𝑂(𝑥− 𝑥𝑖)?

(b) Âûðàçèòå 𝑦′′(𝑥) ÷åðåç ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå 𝑓(𝑥, 𝑦). Óêàçàíèå: ïðîäèôôåðåíöèðóéòå óðàâíå-
íèå (1) è èñïîëüçóéòå òåîðåìó î ïðîèçâîäíîé ñëîæíîé ôóíêöèè.

(c) Çàïèøèòå 𝑦𝑥𝑖(𝑥𝑖 + ℎ), ïîäñòàâèâ 𝑦′′(𝑥) èç 2b. Êàêîâà îøèáêà ðàçëîæåíèÿ â òåðìèíàõ 𝑂(ℎ𝑛)?
(d) Âñïîìíèâ ðàçëîæåíèå ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ â ðÿä Òåéëîðà, çàïèøèòå âûðàæåíèå

𝑓(𝑥+ ℎ, 𝑦 + 𝑘) ñ òî÷íîñòüþ äî ëèíåéíûõ ÷ëåíîâ. Âûðàçèòå 𝑓(𝑥+ ℎ, 𝑦 + 𝑘)− 𝑓(𝑥, 𝑦).
(e) Ïóñòü òåïåðü 𝑘 = ℎ · 𝑓(𝑥, 𝑦). Ïîäñòàâüòå ïîëó÷èâøååñÿ âûðàæåíèå â ðàçëîæåíèå èç ïóíêòà 2c

òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû èçáàâèòüñÿ îò ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè 𝑓 .
(f) Çàïèøèòå ïîëó÷èâøèéñÿ àëãîðèòì â âèäå 𝑦𝑛+1 = 𝑦𝑛+ℎ(𝛼1𝑔1+𝛼2𝑔2), ãäå 𝛼1, 𝛼2 ∈ R, à 𝑔1, 𝑔2 �

çíà÷åíèÿ ôóíêöèè 𝑓 â íåêîòîðûõ òî÷êàõ. Äàííàÿ ôîðìóëà çàäàåò ìåòîä Ðóíãå�Êóòòû âòîðîãî
ïîðÿäêà.

(g) Êàêîé ïîðÿäîê ñõîäèìîñòè èìååò äàííûé ìåòîä (â òåðìèíàõ 𝑂(ℎ𝑛))? Ñðàâíèòå ñî ñõîäèìîñòüþ
ìåòîäà Ýéëåðà.
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2 Реализация

Задача 3 (RK2: àëãîðèòì). (a) Íàïèøèòå ôóíêöèþ RK2plot(f,xa,xb,ya,n), ïîäîáíóþ ôóíê-
öèè eulersplot, êîòîðóþ ìû äåëàëè íà ñåìèíàðå 04.02.2014. Åñëè âû ïðîïóñòèëè åãî, òî
âû ìîæåòå íàéòè êîä â èñõîäíèêàõ âòîðîé ëåêöèè. Íàïîìèíàåì ñìûñë: íåîáõîäèìî ïîñòðî-
èòü ÷èñëåííîå ðåøåíèå ìåòîäîì Ðóíãå�Êóòòû äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ 𝑦′ = 𝑓(𝑥, 𝑦) íà
ïðîìåæóòêå [𝑥𝑎, 𝑥𝑏] ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì 𝑦(𝑥𝑎) = 𝑦𝑎, ñäåëàâ 𝑛 øàãîâ.

(b) Ðåøèòå àíàëèòè÷åñêè äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå 𝑦′ = −𝑥 · 𝑒𝑦.
(c) Ïîñòðîéòå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ èç 3b ñ îäíèì è òåì æå íà÷àëüíûì óñëîâèåì äâóìÿ ðàçëè÷íûìè

ìåòîäàìè: ìåòîäîì Ýéëåðà è ìåòîäîì Ðóíãå�Êóòòû âòîðîãî ïîðÿäêà. Â êàæäîì èç ìåòîäîâ
èñïîëüçóéòå îäíî è òî æå êîëè÷åñòâî øàãîâ. Ïîñòðîéòå íà òîì æå ãðàôèêå èñòèííîå ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ èç òîé æå òî÷êè.

Пропустим метод Рунге—Кутты третьего порядка из-за того, что общемировой практикой
является использование метода четвертого порядка.

Замечание 3. Введем метод Рунге—Кутты четвертого порядка. Пусть

𝑦𝑛+1 = 𝑦𝑛 +
1

6
(𝑔1 + 2𝑔2 + 2𝑔3 + 𝑔4) ,

𝑔1 = ℎ · 𝑓(𝑥𝑛, 𝑦𝑛),

𝑔2 = ℎ · 𝑓(𝑥𝑛 +
ℎ

2
, 𝑦𝑛 +

1

2
𝑔1),

𝑔3 = ℎ · 𝑓(𝑥𝑛 +
ℎ

2
, 𝑦𝑛 +

1

2
𝑔2),

𝑔4 = ℎ · 𝑓(𝑥𝑛 + ℎ, 𝑦𝑛 + 𝑔3).

Этот метод, по аналогии с другими методами Рунге—Кутты, имеет порядок ошибок в 𝑂(ℎ5)
на каждом шаге (общая ошибка, таким образом, составляет 𝑂(ℎ4)).

Задача 4 (RK4: àëãîðèòì). Íàïèøèòå ôóíêöèþ RK4plot(f,xa,xb,ya,n), ðåàëèçóþùèå ìåòîä Ðóíãå�
Êóòòû ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà, ïî àíàëîãèè ñ RK2plot.

Задача 5 (Ñðàâíåíèå îøèáîê). (a) Ðåøèòå óðàâíåíèå 𝑦̇ = − 𝑥
2𝑦 ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì 𝑦(0) = 3.

(b) Íàéäèòå 𝑦(2,5).
(c) Ìîäèôèöèðóéòå ñâîè ïðîãðàììû èç 3a,4 è eulersplot òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îíè âîçâðàùàëè

çíà÷åíèå àïïðîêñèìèçèðóåìîé ôóíêöèè â òî÷êå xb. Ñàìîñòîÿòåëüíî ðàçáåðèòåñü ñ êîíñòðóê-
öèåé return.

(d) Ñðàâíèòå àáñîëþòíóþ îøèáêó (|𝑦(2, 5)−𝑦ℎ(2, 5)|, ãäå 𝑦ℎ(𝑥) � ýòî àïïðîêñèìèçàöèÿ ñ øàãîì ℎ)
òðåõ ìåòîäîâ (Ýéëåðà, RK2 è RK4) ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ℎ. Ïóñòü 𝑛 � ÷èñëî øàãîâ (òîãäà
ℎ = (𝑥𝑏 − 𝑥𝑎)/𝑛). Äëÿ êàæäîãî 𝑛 ðàññ÷èòàéòå âåëè÷èíó îøèáêè êàæäîãî èç òðåõ ìåòîäîâ.
Ïîñòðîéòå ãðàôèê, ñðàâíèâàþùèé îøèáêè: ïî îñè 𝑋 � 𝑛, ïî îñè 𝑌 � îøèáêà.

(e) Ñðàâíèòå ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ìåòîäîâ.

3 Приложения

Задача 6 (Óðàâíåíèå Ðèêàòòè). Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå 𝑦′ = 𝑥2+2𝑦−10𝑥+10.

(a) Ïîñòðîéòå ïîëå íàïðàâëåíèé ýòîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèå.
(b) Ïîñòðîéòå èíòåãðàëüíûå êðèâûå äëÿ 𝑦(0) = −4,−3,−2. Èññëåäóéòå ãðàôè÷åñêè èõ ïîâåäåíèå

íà 𝑡 → +∞ è íà 𝑡 → −∞.
(c) Íàéäèòå ñ òî÷íîñòüþ äî òðåõ çíàêîâ ïîñëå çàïÿòîé çíà÷åíèå 𝑦(0) ïðè êîòîðîì ïðîèñõîäèò

фазовый переход, òî åñòü (â äàííîì ñëó÷àå) ìåíÿåòñÿ ïðåäåëüíîå ïîâåäåíèå òðàåêòîðèé íà
𝑡 → +∞. Íàçîâåì ýòî çíà÷åíèå 𝛼.

(d) Èññëåäóéòå ïðåäåëüíîå ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïðè 𝑦(0) → 𝛼−?
𝑦(0) = 𝛼? 𝑦(0) → 𝛼+?
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Задача 7 (Ìîäåëü Ðàìñåÿ). [1, 2]
Â ýòîé çàäà÷å èñïîëüçóþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ ñ ñåìèíàðà 8 êóðñà �Macroeconomics� îñåííåãî ñåìåñòðà

2013 ÂØÝ è ÐÝØ [2]. Âûïóñê (𝑌 ) çàâèñèò îò çàïàñà êàïèòàëà (𝐾), ÷èñëåííîñòè çàíÿòûõ (𝐿) è

ïàðàìåòðà òåõíîëîãèè (𝐴): 𝑌 = 𝐾
1
3 (𝐴𝐿)

2
3 . Ôóíêöèÿ ïîëåçíîñòè, çàâèñÿùàÿ îò ïîòðåáëåíèÿ (𝐶),

òàêîâà, ÷òî ýëàñòè÷íîñòü çàìåùåíèÿ 𝜃 ïîñòîÿííà è ðàâíà 1. Íîðìèðóåì óðîâåíü òåõíîëîãèè 𝐴
ê 1. ×èñëåííîñòü çàíÿòûõ ðàâíà 8, ðîñò íàñåëåíèÿ îòñóòñòâóåò. Íîðìà àìîðòèçàöèè êàïèòàëà 𝛿
ñîñòàâëÿåò 3%, ñóáúåêòèâíàÿ íîðìà ìåæâðåìåííûõ ïðåäïî÷òåíèé 𝜌 ðàâíà 0,01.

(a) Íàïèøèòå àâòîíîìíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, çàäàþùåå äèíàìèêó ïîòðåáëåíèÿ è êà-
ïèòàëîâîîðóæåííîñòè. Êîðîòêî ñôîðìóëèðóéòå èíòóèöèþ êàæäîãî èç óðàâíåíèé.

(b) Íàïèøèòå íåàâòîíîìíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèþ èç 7a.
Ïîïðîáóéòå åãî ðåøèòü. Ïðè ëþáûõ óñïåõàõ îáðàùàéòåñü â Íîáåëåâñêèé êîìèòåò � åãî ïîêà
íå óäàëîñü ðåøèòü àíàëèòè÷åñêè. ,

(c) Ïîñòðîéòå1 èçîêëèíû 𝑐̇ = 0 è 𝑘̇ = 0 â îñÿõ (𝐾,𝐶). Ðàññ÷èòàéòå èñõîäíîå ñòàöèîíàðíîå ñî-
ñòîÿíèå: çàïàñ êàïèòàëà, îáúåì âûïóñêà, îáúåì ïîòðåáëåíèÿ. Åñòü ëè äðóãèå ñòàöèîíàðíûå
ñîñòîÿíèÿ?

(d) Ïóñòü â êàêîé-òî ìîìåíò âðåìåíè çàïàñ êàïèòàëà ðàâåí 𝑘 = 10. Ïðîêîììåíòèðóéòå äèíàìèêó
ïîòðåáëåíèÿ è êàïèòàëîâîîðóæåííîñòè äëÿ 𝑐 = 10; 𝑐 = 40 íà ôàçîâîì ïîðòðåòå ñèñòåìû.

(e) Ìîäèôèöèðóéòå ïðîãðàììó RK4plot2, ÷òîáû îíà ðàáîòàëà ñ äâóìåðíûìè âåêòîðàìè. Ìåòîä
Ðóíãå�Êóòòû â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå îïðåäåëÿåòñÿ òàê æå, êàê è â îäíîìåðíîì, ïðîñòî òå-
ïåðü ìû ðàáîòàåì ñ âåêòîðàìè. (Ìîæíî èñïîëüçîâàòü òèï array èç ïàêåòà numpy.) Ïîñòðîéòå
ôàçîâûå êðèâûå äëÿ 𝑘 = 10 è 𝑐 = 10; 𝑐 = 20; 𝑐 = 30, 𝑐 = 40.

(f) Íàéäèòå (÷èñëåííî, ñ òî÷íîñòüþ äî äâóõ çíàêîâ ïîñëå çàïÿòîé) òàêîå çíà÷åíèå ïîòðåáëåíèÿ
ïðè 𝑘 = 10, ÷òî ýêîíîìèêà ïîïàäàåò â ñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå èç 7c.

(g) Äëÿ âñåõ öåëûõ çíà÷åíèé êàïèòàëà îò 1 äî 400 íàéäèòå çíà÷åíèå ïîòðåáëåíèÿ, ïðèâîäÿùåãî
ê ñòàöèîíàðíîìó ñîñòîÿíèþ. Ïîñòðîéòå ãðàôèê ýòîé ôóíêöèè íà âåêòîðíîì ïîëå, äîïîëíèâ
åãî èçîêëèíàìè èç 7c.

(h) Ïóñòü ýêîíîìèêà íàõîäèëàñü â ñòàöèîíàðíîì ñîñòîÿíèè, êîãäà íîðìà àìîðòèçàöèè âíåçàïíî
è íàâñåãäà âîçðîñëà äî 5%. Ïîñòðîéòå èçîêëèíû äî è ïîñëå èçìåíåíèÿ, íàéäèòå ïîòðåáëå-
íèå, êîòîðîå ïðèâåäåò ê ðàâíîâåñèþ â ýêîíîìèêå. Ïîêàæèòå íà ãðàôèêå îáùóþ òðàåêòîðèþ
ýêîíîìèêè.

(i) Ïóñòü ýêîíîìèêà íàõîäèëàñü â ñòàöèîíàðíîì ñîñòîÿíèè (â ìîìåíò âðåìåíè 𝑡 = 0), êîãäà ïî-
ñòóïèëà èíôîðìàöèÿ î òîì, ÷òî íîðìà àìîðòèçàöèè óâåëè÷èòñÿ äî 5% â ìîìåíò âðåìåíè 𝑡 = 5.
Íàïîìíèì, ÷òî òåîðèÿ ñãëàæèâàíèÿ ïîòðåáëåíèÿ óòâåðæäàåò, ÷òî â ìîìåíò âðåìåíè 𝑡 = 5 íå
äîëæíî áûòü ðåçêèõ èçìåíåíèé â ïîòðåáëåíèè (èíûìè ñëîâàìè ôóíêöèÿ âðåìåííîé äèíàìèêè
ïîòðåáëåíèÿ äîëæíà áûòü íåïðåðûâíîé). Ïîñ÷èòàéòå óðîâåíü ïîòðåáëåíèÿ, êîòîðûé íåîáõîäè-
ìî óñòàíîâèòü ôèðìå, ÷òîáû ïîïàñòü â íîâîå ñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå. Ïîñòðîéòå òðàêåòîðèþ
ýêîíîìèêè íà ôàçîâîì ïîòðåòå (èçîáðàçèòå èçîêëèíû äî è ïîñëå èçìåíåíèÿ).
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1Будьте внимательны при записывании функций в программу! Скорее всего вам придется явно задать, что все
операции выполняются с дробными числами.

2Если вы не делали задачу 4, то вы можете модифицировать программу eulersplot из семинара.
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