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Õàðàêòåðèñòèêè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

1 Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

Äîïóñòèì, ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ïðèíèìàåò äâà çíà÷åíèÿ � 0 è 5000. Êàêîå ó íå�e áóäåò ñðåäíåå çíà÷åíèå? Íà
ïåðâûé âçãëÿä êàæåòñÿ ðàçóìíûì âçÿòü ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå:

1

2
· 0 + 1

2
· 5000 = 2500. (1)

Îäíàêî, ðàññìîòðèì òàêîé ïðèìåð:

Ïðèìåð 1.1. Âåðîÿòíîñòü âûèãðàòü â ìãíîâåííóþ ëîòåðåþ ðàâíà 1/100. Ñóììà âûèãðûøà � 5000 ðóá.
Åñëè ðàññìîòðåòü âûèãðûø êàê ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó, êàêîâî å�e ñðåäíåå?

Ðàñïðåäåëåíèå òàêîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû (ìû áóäåì îáîçíà÷àòü å�e ÷åðåç z) ïðèâåäåíî â òàáë. 1. Ñåé÷àñ

çíà÷åíèå z 0 5000
âåðîÿòíîñòü 1/100 99/100

Òàáëèöà 1: Ðàñïðåäåëåíèå âûèãðûøà â ëîòåðåþ y

êàæåòñÿ î÷åâèäíûì, ÷òî ¾ñðåäíèé âûèãðûø¿ â òàêîé èãðå íå áóäåò ðàâåí 2500 ðóá, à áóäåò ñóùåñòâåííî
ìåíüøå. ×åìó æå îí òîãäà ðàâåí? Äîïóñòèì, ìû èãðàåì â ëîòåðåþ 100′000 ðàç. Èç íèõ ìû ïðèìåðíî 100′000 ·
99
100 = 99′000 ðàç ïðîèãðàåì, è ïðèìåðíî 100′000 · 1

100 = 1000 ðàç âûèãðàåì. Çà êàæäûé âûèãðûø ìû ïîëó÷èì
5000 ðóá., à çà ïðîèãðûø íå ïîëó÷èì íè÷åãî. Òî åñòü îáùèé âûèãðûø ñîñòàâèò ïðèìåðíî 99′000 · 0 + 1000 ·
5000 = 5′000′000 ðóá. Â ñðåäíåì íà îäíó èãðó âûèãðûø ñîñòàâèò

99′000 · 0 + 1000 · 5000
100′000

=
99

100
· 0 + 1

100
· 5000 = 50 ðóá. (2)

Ýòî è åñòü ¾íàñòîÿùåå¿ ñðåäíåå îïèñàííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. (Èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, ¾÷åñòíàÿ¿ ñòîèìîñòü
ëîòåðåéíîãî áèëåòèêà. Åñëè áèëåòèê ñòîèò äîðîæå, èçëèøåê èäåò â êàðìàí îðãàíèçàòîðó ëîòåðåè, åñëè äå-
øåâëå � îðãàíèçàòîð áûñòðî ðàçîðèòñÿ.) Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî â îòëè÷èå îò ñðåäíåãî àðôèìåòè÷åñêîãî,
êàæäîå ñëàãàåìîå çäåñü áåðåòñÿ ñ ìíîæèòåëåì, ðàâíûì âåðîÿòíîñòè åãî ðåàëèçàöèè. (Ñð. ôîðìóëû 1 è 2.)
Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì � ïðîñóììèðîâàâ çíà÷åíèÿ, êîòîðûå ïðèíèìàåò ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, óìíîæåííûå
íà ñîîòâåòñòâóþùèå âåðîÿòíîñòè � ìîæíî íàéòè ñðåäíåå (îíî íàçûâàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì)
ëþáîé äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.

Ðàññìîòðèì åùå îäèí ïðèìåð.

Ïðèìåð 1.2. Ìû ïîäêèäûâàåì ìîíåòêó òðè ðàçà. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà (îáîçíà÷èì å�e çà x) � ÷èñëî âû-
ïàâøèõ îðëîâ.

Êàêîâî ¾ñðåäíåå¿ ÷èñëî îðëîâ, âûïàäàþùèõ â òð�eõ áðîñàíèÿõ? Ïîñêîëüêó îðëû è ðåøêè ðàâíîâåðîÿòíû,
ïðåäñòàâëÿåòñÿ ëîãè÷íûì, ÷òî ñðåäíåå ÷èñëî îðëîâ ðàâíî ñðåäíåìó ÷èñëó ðåøåê. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â êàæ-
äîì èñïûòàíèè ñóììà ÷èñëà âûïàâøèõ îðëîâ è ÷èñëà âûïàøèõ ðåøåê ðàâíà 3 (êîëè÷åñòâó ïîäêèäûâàíèé
ìîíåòêè). Çíà÷èò, â ¾ñðåäíåì¿ äîëæíî âûïàäàòü 1,5 îðëà è 1,5 ðåøêè. Äàâàéòå ïðîâåðèì, òàê ëè ýòî. Äëÿ
ýòîãî èñïîëüçóåì òàáëèöó ðàñïðåäåëåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû:

1



çíà÷åíèå x èñõîäû âåðîÿòíîñòü
0 ÐÐÐ 1/8
1 ÐÐÎ, ÐÎÐ, ÎÐÐ 3/8
2 ÎÎÐ, ÎÐÎ, ÐÎÎ 3/8
3 ÎÎÎ 1/8

Òàáëèöà 2: Ðàñïðåäåëåíèå çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû x

Âû÷èñëèì ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû x (îíî îáîçíà÷àåòñÿ Ex, îò Expected value):

Ex =
1

8
· 0 + 3

8
· 1 + 3

8
· 2 + 1

8
· 3 =

12

8
=

3

2
= 1,5 (3)

Èíòóèöèÿ íàñ íå îáìàíóëà: ñðåäíåå äåéñòâèòåëüíî ðàâíî 1,5.

2 Äèñïåðñèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå � âàæíàÿ õàðàêòåðèñòèêà ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Íî çà÷àñòóþ çíàíèÿ òîëüêî
ìàò.îæèäàíèÿ íåäîñòàòî÷íî, ÷òîáû äåëàòü êàêèå-ëèáî âûâîäû. Äàâàéòå ïðåäñòàâèì ñåáå ¾÷åñòíîå êàçèíî¿.
Âû ìîæåòå â í�eì ïîñòàâèòü ïðîèçâîëüíóþ ñóììó, íàïðèìåð, íà ¾êðàñíîå¿ (èëè íà ¾íå÷åò¿), è ñ âåðîÿòíîñòüþ
1/2 âûèãðàòü è óäâîèòü ñâîþ ñòàâêó (òî åñòü âûèãðàòü ñòîëüêî æå, ñêîëüêî ïîñòàâèëè), à ñ âåðîÿòíîñòüþ
1/2 � ïðîèãðàòü è ïîòåðÿòü å�e. Äîïóñòèì, îäèí ÷åëîâåê ñòàâèò 10 ðóáëåé, à äðóãîé � ìèëëèàðä ðóáëåé.
Ìîæíî ðàññìîòðåòü äâå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû � âûèãðûø ïåðâîãî èãðîêà (x1) è âûèãðûø âòîðîãî èãðîêà
(x2). (Åñëè èãðîê ïðîèãðûâàåò ñâîþ ñòàâêó, òî åãî âûèãðûø îòðèöàòåëåí.) Ðàñïðåäåëåíèÿ ýòèõ ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí ïðèâåäåíû â òàáëèöå 3. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî â îáîèõ ñëó÷àÿõ ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ðàâíî

âåðîÿòíîñòü 1/2 1/2
çíà÷åíèå x1 -10 10
çíà÷åíèå x2 -1000'000'000 1000'000'000

Òàáëèöà 3: Ðàñïðåäåëåíèå âûèãðûøà â ¾÷åñòíîì êàçèíî¿

íóëþ (ïîýòîìó ìû è íàçâàëè òàêîå êàçèíî ¾÷åñòíûì¿ � íà ïðàêòèêå, êîíå÷íî, òàê íå áûâàåò, è ìàòåìàòè÷å-
ñêîå îæèäàíèå âûèãðûøà â êàçèíî âñåãäà îòðèöàòåëüíî). Òåì íå ìåíåå, î÷åâèäíî, ÷òî âòîðîé èãðîê ðèñêóåò
ãîðàçäî áîëüøèìè ñóììàìè (õîòÿ ìîæåò è âûèãðàòü ãîðàçäî áîëüøå), ÷åì ïåðâûé. Íà ïðàêòèêå, ýòî ÿâíî
ðàçëè÷íûå ñèòóàöèè � âû, âåðîÿòíî, áûëè áû ãîòîâû ðèñêíóòü äåñÿòüþ ðóáëÿìè (èìåÿ íåêîòîðóþ òîëèêó
àçàðòíîñòè), íî âðÿä ëè ñîãëàñèòåñü ïîñòàâèòü íà êîí áîëüøóþ ñóììó, äàæå åñëè çíàåòå, ÷òî ¾â ñðåäíåì¿ â
îáîèõ ñëó÷àÿõ íè÷åãî íå ïîòåðÿåòå è íå ïðèîáðåòåòå.

Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû x1 è x2 îòëè÷àþòñÿ òåì, íàñêîëüêî äàëåêî îíè îòêëîíÿþòñÿ îò ñâîåãî ñðåäíåãî
çíà÷åíèÿ (â äàííîì ñëó÷àå, íóëÿ). Åñëè ìû ïîïûòàåìñÿ ïðîñòî ïîñ÷èòàòü ¾ñðåäíåå îòêëîíåíèå îò ñðåäíåãî
çíà÷åíèÿ¿, òî åñòü E(x− Ex), òî ïîëó÷èì âñåãäà íóëü (ïîòîìó ÷òî îòêëîíåíèå â ïîëîæèòåëüíóþ ñòîðîíó è
â îòðèöàòåëüíóþ áåðóòñÿ ñ ðàçíûìè çíàêàìè è êîìïåíñèðóþò äðóã äðóãà ïðè ñëîæåíèè). ×òîáû èçáåæàòü
ýòîé ïðîáëåìû ðàññìàòðèâàþò ñðåäíèé êâàäðàò îòêëîíåíèÿ îò ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ, òî åñòü E((x−Ex)2). Ýòà
âåëè÷èíà è íàçûâàåòñÿ äèñïåðñèåé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.

Ïðèìåð 2.1. Âû÷èñëèì äèñïåðñèþ ñðåäíåé âåëè÷èíû y � ¾÷èñëî î÷êîâ, âûïàâøèõ íà êóáèêå¿.

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå Ey ðàâíî 3,5 (ïðîâåðüòå!). ×òîáû âû÷èñëèòü äèñïåðñèþ, âìåñòå ñ âåëè÷èíîé y
íóæíî ðàññìîòðåòü åùå äâå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû: y−Ey = y− 3.5 (íàïðèìåð, åñëè y ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1,
ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà y− 3.5 ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1− 3.5 = −0.5) è (y−Ey)2 (åñëè y−Ey ïðèíèìàåò çíà÷åíèå
1.5, òî (y − Ey)2 ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1.52 = 2.25). Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïîñëåäíåé è áóäåò äèñïåðñèåé
y. Ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùèå òàáëèöû ðàñïðåäåëåíèé (ñì. òàáë. 4).

Òàêèì îáðàçîì,

Dy = E((y − Ey)2) =
1

6
· 6.25 + 1

6
· 2.25 + 1

6
· 0.5 + 1

6
·+1

6
· 2.25 + 1

6
· 6.25 = 15/6 (4)

Ýòî è åñòü äèñïåðñèÿ âåëè÷èíû y.
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âåðîÿòíîñòü 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6
çíà÷åíèå y 1 2 3 4 5 6

çíà÷åíèå y − Ey -2.5 -1.5 -0.5 0.5 1.5 2.5
çíà÷åíèå (y − Ey)2 6.25 2.25 0.25 0.25 2.25 6.25

Òàáëèöà 4: Âû÷èñëåíèå äèñïåðñèè y
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