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Ëåêöèÿ 5. Ýëåìåíòû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, ÷àñòü 3

Ôîðìóëà ïîëíîé âåðîÿòíîñòè

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ñèòóàöèþ. Äîïóñòèì, â íåêîòîðîì âóçå åñòü òðè ôàêóëüòåòà: ìàòåìàòè÷åñêèé, ôè-
çè÷åñêèé è õèìè÷åñêèé. Ôàêóëüòåòû îòëè÷àþòñÿ ïî ÷èñëó ñòóäåíòîâ � íàïðèìåð, íà ìàòåìàòè÷åñêîì ôà-
êóëüòåòå ó÷èòñÿ 1/10 ñòóäåíòîâ âñåãî âóçà, íà ôèçè÷åñêîì � 3/10, à íà õèìè÷åñêîì � îñòàâøèåñÿ 6/10 (òî
åñòü 3/5) âñåõ ñòóäåíòîâ âóçà (ñì. òàáë. 1).1 Ìû òàêæå çíàåì, êàêîâà äîëÿ îòëè÷íèêîâ íà êàæäîì ôàêóëü-
òåòå. Íàïðèìåð, íà ìàòåìàòè÷åñêîì ôàêóëüòåòå êàæäûé ÷åòâåðòûé ÿâëÿåòñÿ îòëè÷íèêîì, íà ôèçè÷åñêîì
� êàæäûé âòîðîé ñòóäåíò îòëè÷íèê, à íà õèìè÷åñêîì 3/4 ñòóäåíîâ ÿâëÿþòñÿ îòëè÷íèêàìè. Ñïðàøèâàåòñÿ,
êàêîâà äîëÿ îòëè÷íèêîâ â öåëîì ïî âóçó?

ôàêóëüòåò ìàòôàê ôèçôàê õèìôàê
êàêàÿ ÷àñòü ñòóäåíòîâ ó÷èòñÿ íà ôàêóëüòåòå 1/10 3/10 6/10

äîëÿ îòëè÷íèêîâ íà ôàêóëüòåòå 1/4 1/2 3/4

Òàáëèöà 1: Ðàñïðåäåëåíèå ñòóäåíòîâ ïî ôàêóëüòåòàì

Äîïóñòèì äëÿ ïðîñòîòû, ÷òî âñåãî â âóçå ó÷èòñÿ 1000 ñòóäåíòîâ. Òîãäà íà ìàòåìàòè÷åñêîì ôàêóëüòåòå
áóäåò 1000× 1

10 = 100 ñòóäåíòîâ. Ñðåäè íèõ ÷åòâåðòàÿ ÷àñòü (òî åñòü 1000× 1
10 ×

1
4 = 100× 1

4 = 25 ÷åëîâåê)
ÿâëÿþòñÿ îòëè÷íèêàìè, è ýòî ñîñòàâëÿåò 25/1000 = 0.025 îò ñòóäåíòîâ âñåãî âóçà. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ýòî
÷èñëî íå çàâèñèò îò òîãî, ñêîëüêî ñòóäåíòîâ âñåãî ó÷èòñÿ â âóçå � åñëè èõ N ÷åëîâåê, òî ñðåäè íèõ N × 1

10
ó÷èòñÿ íà ìàòåìàòè÷åñêîì ôàêóëüòåòå, îòëè÷íèêîâ ñ ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà N × 1

10 ×
1
4 ÷åëîâåê, è èõ

äîëÿ ñðåäè âñåõ N ñòóäåíòîâ âóçà ðàâíà N × 1
10 ×

1
4 ×

1
N = 1

10 ×
1
4 = 0.025. (Âñïîìíèòå çàäà÷è ïðî ôîíäû è

êîìïàíèè, êîòîðûå âëàäåëè êàêèìè-òî ÷àñòÿìè äðóã äðóãà�)
Èíûìè ñëîâàìè, ìîæíî çàïèñàòü:

Äîëÿ îòëè÷íèêîâ ñ ìàò. ôàêóëüòåòà ñðåäè ñòóäåíòîâ âñåãî âóçà =

= äîëÿ ñòóäåíòîâ ýòîãî ôàêóëüòåòà ñðåäè ñòóäåíòîâ âñåãî âóçà ×
× äîëÿ îòëè÷íèêîâ íà ìàòåìàòè÷åñêîì ôàêóëüòåòå (1)

Íà ôèçè÷åñêîì ôàêóëüòåòå ó÷èòñÿ 1000 × 3
10 = 300 ñòóäåíòîâ. Îòëè÷íèêîâ ñðåäè íèõ ïîëîâèíà, òî åñòü

300 × 1
2 = 150 ÷åëîâåê. Ýòî ñîñòàâëÿåò 150/1000 = 0.15 îò âñåõ ñòóäåíòîâ âóçà. Íàêîíåö, íà òðåòüåì �

õèìè÷åñêîì � ôàêóëüòåòå ó÷èòñÿ 1000× 6
10 = 600 ñòóäåíòîâ. Èç íèõ òðè ÷åòâåðòè îòëè÷íèêè, òî åñòü 600× 3

4 =
450 ñòóäåíòîâ, ÷òî ñîñòàâëÿåò 450/1000 = 0.45 îò âñåõ ñòóäåíòîâ âóçà.

Ïîñêîëüêó êàæäûé îòëè÷íèê ó÷èòñÿ ðîâíî íà îäíîì ôàêóëüòåòå, ÷òîáû íàéòè ÷èñëî âñåõ îòëè÷íèêîâ,
äîñòàòî÷íî ñëîæèòü ïîëó÷åííûå ÷èñëà: âñåãî îòëè÷íèêîâ 25 + 150 + 450 = 625 ÷åëîâåê. Äîëÿ îòëè÷íèêîâ
ïî âñåìó âóçó ñîñòàâëÿåò 625/1000 = 0.625. Çàìåòèì, ÷òî ê òîìó æå ðåçóëüòàòó ìû áû ïðèøëè, åñëè áû
ñêëàäûâàëè äîëè îòëè÷íèêîâ îò âñåãî âóçà ïî êàæäîìó ôàêóëüòåòó: 0.025 + 0.15 + 0.45 = 0.625. Îòâåò íå
èçìåíèëñÿ áû, åñëè áû â âóçå ó÷èëîñü íå 1000 ñòóäåíòîâ, à ëþáîå äðóãîå ÷èñëî (ïðîâåðüòå!).

Ïåðåâåäåì òåïåðü ðàññìîòðåííóþ çàäà÷ó íà ÿçûê òåîðèè âåðîÿòíîñòåé. Äîïóñòèì, ìû âûáèðàåì ñëó-
÷àéíîãî ñòóäåíòà âóçà. Ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ çäåñü ñîâïàäàåò ñî ìíîæåñòâîì âñåõ ñòóäåíòîâ

1Êîíå÷íî, ìû ñ÷èòàåì, ÷òî êàæäûé ñòóäåíò ó÷èòñÿ òîëüêî íà îäíîì ôàêóëüòåòå, è êàæäûé ó÷èòñÿ íà êàêîì-íèáóäü ôàêóëü-
òåòå èç ýòèõ òð¸õ.
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(ïî-ïðåæíåìó áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî èõ 1000 ÷åëîâåê). Ìîæíî ðàññìîòðåòü ðàçëè÷íûå ñîáûòèÿ � íàïðèìåð, ñî-
áûòèå H1 � ”ñòóäåíò ó÷èòñÿ íà ìàòåìàòè÷åñêîì ôàêóëüòåòå”, ñîáûòèå H2 � ”ñòóäåíò ó÷èòñÿ íà ôèçè÷åñêîì
ôàêóëüòåòå”, ñîáûòèå H3 � ”ñòóäåíò ó÷èòñÿ íà õèìè÷åñêîì ôàêóëüòåòå”, à òàêæå ñîáûòèå A � ”ñòóäåíò
ÿâëÿåòñÿ îòëè÷íèêîì”. Êàêîâû âåðîÿòíîñòè òàêèõ ñîáûòèé?

ÑîáûòèþH1 (”ñòóäåíò ó÷èòñÿ íà ìàòåìàòè÷åñêîì ôàêóëüòåòå”) áëàãîïðèÿòñòâóåò ñòîëüêî èñõîäîâ, ñêîëü-
êî ñòóäåíòîâ ó÷èòñÿ íà ìàòôàêå. Âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ H1 â òàêîì ñëó÷àå ðàâíà îòíîøåíèþ ÷èñëà ñòóäåíòîâ
ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ê ÷èñëó ñòóäåíòîâ âñåãî âóçà, òî åñòü áóäåò â òî÷íîñòè ñîâïàäàòü ñ äîëåé ñòóäåí-
òîâ ìàò. ôàêóëüòåòà âî âñ¸ì âóçå � ïî óñëîâèþ, îíà ðàâíà 1/10. Àíàëîãè÷íî îáñòîèò ñèòóàöèÿ ñ ñîáûòèÿìè
H2 è H3.

Ñîáûòèþ A (”ñòóäåíò îêàçàëñÿ îòëè÷íèêîì”) áëàãîïðèÿòñòâóåò ñòîëüêî èñõîäîâ, ñêîëüêî îòëè÷íèêîâ
ó÷èòñÿ â âóçå (â ïðèìåðå � 625 ÷åëîâåê). Òàêèì îáðàçîì, âåðîÿòíîñòü ñëó÷àéíî âûáðàòü îòëè÷íèêà èç âñåãî
âóçà � ýòî â òî÷íîñòè äîëÿ ñòóäåíòîâ-îòëè÷íèêîâ âî âñåì âóçå (òî åñòü 0.625).

Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî ìû âûáðàëè ñëó÷àéíîãî ñòóäåíòà ñðåäè ñòóäåíòîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà.
Êàêîâà â òàêîì ñëó÷àå âåðîÿòíîñòü, ÷òî îí îêàæåòñÿ îòëè÷íèêîì? Ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé,
ýòî áóäåò óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ A ïðè óñëîâèè H1 (òî åñòü p(A|H1)). Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ýòà
âåðîÿòíîñòü â òî÷íîñòè ðàâíà äîëå îòëè÷íèêîâ ñðåäè ñòóäåíòîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà (òî åñòü 1/4).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû çíàåì òîëüêî òå äàííûå, êîòîðûå ïðèâåäåíû â óñëîâèè çàäà÷è. Èíûìè ñëîâàìè,
íàì äàíû âåðîÿòíîñòè ñîáûòèé H1, H2, H3, à òàêæå óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè ñîáûòèÿ A ïðè óñëîâèÿõ H1, H2,
H3 (òî åñòü p(A|H1), p(A|H2), p(A|H3)). Ìû òàêæå çíàåì, ÷òî ñîáûòèÿ H1, H2, H3 ïîïàðíî íåñîâìåñòíû
(òî åñòü îäèí ñòóäåíò ìîæåò ó÷èòüñÿ òîëüêî íà îäíîì ôàêóëüòåòå) è âìåñòå îáðàçóþò âñ¸ ïðîñòðàíñòâî
ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ (ëþáîé ñòóäåíò ó÷èòñÿ õîòÿ áû íà îäíîì ôàêóëüòåòå). Èíûìè ñëîâàìè, ýòè ñîáûòèÿ
ðàçáèâàþò âñ¸ ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ íà íåñêîëüêî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ÷àñòåé � â ýòîì ñëó÷àå
òàêèå ñîáûòèÿ ÷àñòî íàçûâàþò ãèïîòåçàìè, è ãîâîðÿò, ÷òî îíè îáðàçóþò ”ïîëíóþ ñèñòåìó ñîáûòèé”. Òîò
ôàêò, ÷òî ãèïîòåçû ïîïàðíî íåñîâìåñòíû, è ÷òî â îáúåäèíåíèè îíè äàþò âñ¸ ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ
ñîáûòèé î÷åíü âàæåí � îí îçíà÷àåò, ÷òî âñåãäà ðåàëèçóåòñÿ â òî÷íîñòè îäíà ãèïîòåçà.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïî óêàçàííûì äàííûì ìîæíî íàéòè âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ A (òî åñòü äîëþ îòëè÷-
íèêîâ ñðåäè ñòóäåíòîâ âñåãî âóçà) � òî÷íî òàêèì îáðàçîì, êàê ìû ýòî ñäåëàëè âûøå. Çàïèøåì ïðèâåäåííîå
ðåøåíèå â òåðìèíàõ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé:

Íàïîìíèì, ÷òî p(A|H1) � ýòî äîëÿ îòëè÷íèêîâ íà ìàòåìàòè÷åñêîì ôàêóëüòåòå, p(H1) � äîëÿ ñòóäåíòîâ
ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà íà âñåì âóçå, è çíà÷èò p(A|H1)× p(H1) � äîëÿ îòëè÷íèêîâ ñ ìàòåìàòè÷åñêîãî
ôàêóëüòåòà ñðåäè âñåõ ñòóäåíòîâ âóçà (ñì. ôîðìóëó (1)). Èíûìè ñëîâàìè, ýòî òî æå ñàìîå, ÷òî p(AH1) �
âåðîÿòíîñòü îäíîâðåìåííîãî âûïîëíåíèÿ A è H1 (â ïðèìåðå � âåðîÿòíîñòü âûáðàòü îäíîãî èç 25 îòëè÷íèêîâ
ñ ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà � îíà ñîñòàâëÿåò 0.025). Àíàëîãè÷íî p(A|H2) × p(H2) � äîëÿ îòëè÷íèêîâ
ñî ôèçè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ñðåäè âñåõ ñòóäåíòîâ âóçà, p(A|H3) × p(H3) � äîëÿ îòëè÷íèêîâ ñ õèìè÷åñêîãî
ôàêóëüòåòà ñðåäè âñåõ ñòóäåíòîâ âóçà. Ñêëàäûâàÿ ýòè äîëè, ïîëó÷àåì äîëþ âñåõ îòëè÷íèêîâ âóçà, òî åñòü
p(A).

p(A) = p(A|H1)× p(H1) + p(A|H2)× p(H2) + p(A|H3)× p(H3), (2)

Ãîâîðÿ ÷åëîâå÷åñêèì ÿçûêîì, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äîëÿ âñåõ îòëè÷íèêîâ â âóçå ýòî ñóììà äîëåé îòëè÷íèêîâ
êàæäîãî ôàêóëüòåòà îò âñåõ ñòóäåíòîâ âóçà.

Ýòî ðàññóæäåíèå ìîæíî çàïèñàòü áîëåå ôîðìàëüíî. Äåéñòâèòåëüíî, íàïîìíèì, ÷òî ïî îïðåäåëåíèþ óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè,

p(A|H1) =
p(AH1)

p(H1)
, (3)

ãäå p(AH1) � âåðîÿòíîñòü îäíîâðåìåííîãî âûïîëíåíèÿ A è H1. Óìíîæàÿ îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà íà p(H1), ïîëó÷èì:

p(AH1) = p(A|H1)× p(H1). (4)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîñêîëüêó ñîáûòèÿ H1, H2, H3 íå ïåðåñåêàþòñÿ è âìåñòå îáðàçóþò âñ¸ ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ,

ñîáûòèå A ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê îáúåäèíåíèå êóñî÷êîâ, ëåæàùèõ â H1, H2, H3, òî åñòü A = AH1 + AH2 + AH3. Ñîáûòèÿ

AH1, AH2, AH3 òîæå íå ïåðåñåêàþòñÿ, è çíà÷èò èõ âåðîÿòíîñòè ìîæíî ñêëàäûâàòü: p(A) = p(AH1 + AH2 + AH3) = p(AH1) +

p(AH2) + p(AH3). Ó÷èòûâàÿ (4), èìååì: p(A) = p(A|H1)× p(H1) + p(A|H2)× p(H2) + p(A|H3)× p(H3).

Äîêàçàííàÿ íàìè ôîðìóëà (2) íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé ïîëíîé âåðîÿòíîñòè. Â îáùåì ñëó÷àå ãèïîòåç ìîæåò
áûòü íå òðè, à áîëüøå, è ôîðìóëà âûãëÿäèò òàê.

Ïóñòü èìååòñÿ ïîëíàÿ ñèñòåìà ñîáûòèé H1, H2, ...,Hn: âñå ýòè ñîáûòèÿ ïîïàðíî íåñîâìåñòíû è
èõ ñóììà ñîñòàâëÿåò âñ¸ ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ Ω. Ïóñòü íàì èçâåñòíû âåðîÿòíîñòè
p(H1), p(H2), . . . , p(Hn) ñîáûòèé (ãèïîòåç) H1, H2, . . . , Hn. Ðàçóìååòñÿ, p(H1) + p(H2) + · · ·+ p(Hn) = 1.
Ïóñòü ìû çíàåì óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè âûïîëíåíèÿ ñîáûòèÿ A ïðè óñëîâèè âûïîëíåíèÿ êàæäîãî èç ñîáûòèé
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H1, H2, . . . , Hn, ò. å. p(A|H1), p(A|H2), . . . , p(A|Hn). Òîãäà âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ A (ïîëíàÿ âåðîÿòíîñòü)
ñîñòàâëÿåò

p(A) = p(H1)p(A|H1) + p(H2)p(A|H2) + · · ·+ p(Hn)p(A|Hn)

Ïðèìåðû:

1. Íà ñòîëå ëåæàò òðè ìîíåòêè: äâå îáûêíîâåííûå è îäíà ñ îðëàìè ñ äâóõ ñòîðîí. Íàóäà÷ó âûáèðàåòñÿ
îäíà ìîíåòêà è ïîäáðàñûâàåòñÿ. Ñ êàêîé âåðîÿòíîñòüþ âûïàäåò îðåë?

Ìû ìîãëè âûáðàòü ëèáî îáû÷íóþ ìîíåòêó, ëèáî ìîíåòêó ñ äâóìÿ îðëàìè. Â êàæäîì èç ýòèõ ñëó÷àåâ
íå ñëîæíî íàéòè âåðîÿòíîñòü âûïàäåíèÿ îðëà, ïîýòîìó îáîçíà÷èì çà H1 ñîáûòèå (ãèïîòåçó) � ìû âçÿëè
îáû÷íóþ ìîíåòêó, çà H2 ñîáûòèå (ãèïîòåçó) � ìû âçÿëè ìîíåòêó ñ äâóìÿ îðëàìè. Èíòåðåñóþùåå íàñ
ñîáûòèå A � âûïàäåíèå îðëà íà âûáðàííîé ìîíåòêå. Èòàê, èìååì:

p(H1) = 2/3, p(A|H1) = 1/2
p(H2) = 1/3, p(A|H2) = 1

Çíà÷èò,

p(A) = p(H1)p(A|H1) + p(H2)p(A|H2) =
2

3
× 1

2
+

1

3
× 1 =

2

3
.

2. Òåñò íà ÂÈ× âûäàåò âåðíûé ðåçóëüòàò â 95% ñëó÷àåâ. Èçâåñòíî, ÷òî ÂÈ× çàðàæåíà 1/1000 ÷àñòü
âñåãî íàñåëåíèÿ. ×åëîâåê ïîëó÷èë ïîëîæèòåëüíûé ðåçóëüòàò òåñòà íà ÂÈ× (òî åñòü ïî ðåçóëüòàòàì òåñòà îí
çàðàæåí). Ñ êàêîé âåðîÿòíîñòüþ îí äåéñòâèòåëüíî çàðàæåí?

Ïóñòü
H1 ñîáûòèå (ãèïîòåçà) � ÷åëîâåê çàðàæåí ÂÈ×,
H2 ñîáûòèå (ãèïîòåçà) � ÷åëîâåê íå çàðàæåí ÂÈ×.
Ãèïîòåçû H1 è H2 îáðàçóþò ïîëíóþ ñèñòåìó ñîáûòèé.
Ñîáûòèå A � òåñò äàë ïîëîæèòåëüíûé ðåçóëüòàò.
Òîãäà
p(H1) = 0, 001, p(A|H1) = 0, 95
p(H2) = 0, 999, p(A|H2) = 0, 05

Çíà÷èò,

p(H1|A) =
p(H1)p(A|H1)

p(H1)p(A|H1) + p(H2)p(A|H2)
=

0, 001× 0, 95

0, 001× 0, 95 + 0, 999× 0, 05
≈ 0, 0189

Ðåçóëüòàò êàæåòñÿ óäèâèòåëüíûì: âåäü îøèáêà òåñòà âñåãî 5%, êàê æå ìîãëî ïîëó÷èòüñÿ, ÷òî âåðîÿòíîñòü
çàáîëåâàíèÿ ïðè ïîëîæèòåëüíîì ðåçóëüòàòå òåñòà òàê ìàëà? Äåëî â òîì, ÷òî ñðåäè ëþäåé, ïîëó÷èâøèõ
ïîëîæèòåëüíûé ðåçóëüòàò òåñòà, ãîðàçäî áîëüøå ïîëó÷èâøèõ ëîæíûé ïîëîæèòåëüíûé ðåçóëüòàò (5% îò
99, 9% íàñåëåíèÿ), ÷åì ëþäåé, äåéñòâèòåëüíî çàðàæåííûõ ÂÈ× (0,1% íàñåëåíèÿ), à òåì áîëåå, äåéñòâèòåëüíî
áîëüíûõ, ïîëó÷èâøèõ ïîëîæèòåëüíûé ðåçóëüòàò òåñòà.
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