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Ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ, ñëó÷àéíîå ñîáûòèå, âåðîÿò-

íîñòü.

Ïîíÿòèÿ: ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ, ñëó÷àéíîå ñîáûòèå, âåðîÿòíîñòü, óñëîâíàÿ

âåðîÿòíîñòü.

Ðàññìîòðèì òàêóþ ñèòóàöèþ, â êîòîðîé âñå èñõîäû ¾ðàâíîïðàâíû¿, òî åñòü âñòðå÷àþòñÿ îäèíàêîâî
÷àñòî, åñëè ïîâòîðÿòü ýêñïåðèìåíò ìíîãî ðàç. Ñêàæåì, ýëåìåíòàðíûå èñõîäû ¾1¿, ¾2¿, ¾3¿, ¾4¿, ¾5¿, ¾6¿
ïðè áðîñàíèè èãðàëüíîé êîñòè åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü ðàâíîïðàâíûìè (åñëè, êîíå÷íî, êîñòü íå êðèâàÿ), à âîò
â ñëó÷àéíîì èñïûòàíèè ¾Âñòðå÷ó ëè ÿ äèíîçàâðà, âûõîäÿ ñåãîäíÿ èç äâåðåé óíèâåðñèòåòà?¿ èñõîäû ¾äà¿ è
¾íåò¿ ðàâíîïðàâíûìè íå ÿâëÿþòñÿ.

Èòàê, âåðîÿòíîñòüþ ñîáûòèÿ A â ñëó÷àå ðàâíîïðàâíîñòè ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ, ìû áóäåì íàçûâàòü
îòíîøåíèå êîëè÷åñòâà ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ, áëàãîïðèÿòíûõ ñîáûòèþ A ê îáùåìó êîëè÷åñòâó ýëåìåíòàðíûõ
èñõîäîâ.

p(A) =
n(a)

n(Ω)

Ïðèìåðû:

1. Íàéäåì âåðîÿòíîñòü âûïàäåíèÿ ÷åòíîãî ÷èñëà íà èãðàëüíîé êîñòè.
p(A) = n(a)/n(Ω) = 3/6 = 1/2, ò. ê. íà èãðàëüíîé êîñòè âñåãî òðè ÷åòíûõ ÷èñëà: 2, 4, 6.

2. Íàéäåì âåðîÿòíîñòü âûïàäåíèÿ õîòÿ áû îäíîé ðåøêè ïðè òðîåêðàòíîì áðîñàíèè ìîíåòêè.
Âîò âñå âîçìîæíûå èñõîäû, èõ âîñåìü:

¾îðåë, îðåë, îðåë¿
¾îðåë, îðåë, ðåøêà¿
¾îðåë, ðåøêà, îðåë¿
¾îðåë, ðåøêà, ðåøêà¿
¾ðåøêà, îðåë, îðåë¿
¾ðåøêà, îðåë, ðåøêà¿
¾ðåøêà, ðåøêà, îðåë¿
¾ðåøêà, ðåøêà, ðåøêà¿

Ñîáûòèþ ¾âûïàëà õîòÿ áû îäíà ðåøêà¿ áëàãîïðèÿòíû ñåìü èñõîäîâ, âñå êðîìå ïåðâîãî. Èòàê, èñêîìàÿ
âåðîÿòíîñòü: p(A) = n(a)/n(Ω) = 7/8.

Çàìåòèì, ÷òî ñóììà âåðîÿòíîñòåé âñåõ ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ ñëó÷àéíîãî ýêñïåðèìåíòà ðàâíà åäèíèöå:
n(Ω)× 1

n(Ω) = 1.

Ïðèìåð:

1. Ñëó÷àéíûé ýêñïåðèìåíò: êèäàåì èãðàëüíóþ êîñòü. Èìååì øåñòü âîçìîæíûõ ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ,
âåðîÿòíîñòü êàæäîãî 1/6, ñóììà âåðîÿòíîñòåé ðàâíà 1.
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Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñîáûòèÿ A è B ÿâëÿþòñÿ äîïîëíèòåëüíûìè, åñëè A è B âìåñòå ñîñòàâëÿþò âñå
ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ Ω è ÿâëÿþòñÿ íåñîâìåñòíûìè.

Ïðèìåð:

1. Ñîáûòèÿ A � íà èãðàëüíîé êîñòè âûïàëî ÷åòíîå ÷èñëî è B � íà èãðàëüíîé êîñòè âûïàëî íå÷åòíîå
÷èñëî � ÿâëÿþòñÿ äîïîëíèòåëüíûìè: äåéñòâèòåëüíî, êàæäîå âûïàâøåå íà èãðàëüíîé êîñòè ÷èñëî áóäåò
îáÿçàòåëüíî èëè ÷åòíûì, èëè íå÷åòíûì.

Ñóììà âåðîÿòíîñòåé äîïîëíèòåëüíûõ ñîáûòèé ðàâíà åäèíèöå.

Ïðèìåð:

Ïóñòü ñîáûòèÿ A � íà èãðàëüíîé êîñòè âûïàëî ÷åòíîå ÷èñëî è B � íà èãðàëüíîé êîñòè âûïàëî
íå÷åòíîå ÷èñëî. Òîãäà p(A) = 3/6 = 1/2, ò. ê. ñîáûòèþ A áëàãîïðèÿòíû òðè èñõîäà: âûïàäåíèå ¾2¿, ¾4¿
èëè ¾6¿; p(B) = 3/6 = 1/2, ò. ê. ñîáûòèþ B áëàãîïðèÿòíû òðè èñõîäà: âûïàäåíèå ¾1¿, ¾3¿ èëè ¾5¿. Ñóììà
âåðîÿòíîñòåé p(A) + p(B) = 1/2 + 1/2 = 1.

Ïðåäñòàâèì ñåáå êàêîå-íèáóäü èñïûòàíèå, âåðîÿòíîñòü óñïåõà â êîòîðîì ìàëà, ñêàæåì, ñîñòàâëÿåò 0,01.
Ïðîâîäÿ îäíî èñïûòàíèå, ñòîèò ëè ðàññ÷èòûâàòü íà óñïåõ â íåì? Ñêîðåå íåò.

Áóäåì ïðîâîäèòü n òàêèõ èñïûòàíèé, òàê, ÷òîáû îíè íå âëèÿëè äðóã íà äðóãà, òî åñòü áûëè íåçàâèñèìû

(Ìû çäåñü çàáåãàåì ÷óòü âïåðåä � òî÷íûé ñìûñë ïîíÿòèÿ íåçàâèñèìîñòè â òåîðèè âåðîÿòíîñòè ìû îáñóäèì
íà ñëåäóþùåé ëåêöèè.) Ñ êàêîé âåðîÿòíîñòüþ Pn õîòÿ áû îäíî èç íèõ áóäåò óñïåøíûì? Äëÿ òîãî ÷òîáû
îòâåòèòü íà ýòîò âîïðîñ, ðàññìîòðèì äðóãóþ çàäà÷ó: ñ êàêîé âåðîÿòíîñòüþ íè îäíî èç íèõ íå áóäåò óñïåøíûì?
Äëÿ ýòîãî êàæäîå èñïûòàíèå äîëæíî áûòü íåóñïåøíûì.

Ïðåäñòàâèì ñåáå, ÷òî êàæäîå èç èñïûòàíèé ñîñòîèò â òîì, ÷òî ìû ïðîõîäèì ïî íåáëàãîïîëó÷íîìó ãîðîä-
ñêîìó ðàéîíó. Â í�eì æèâåò 100 ÷åëîâåê, èç êîòîðûõ ìû ñëó÷àéíûõ îáðàçîì âñòðå÷àåì îäíîãî ïðè êàæäîì
ïîñåùåíèè ðàéîíà. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýòè ëþäè çàíóìåðîâàíû ÷èñëàìè îò 1 äî 100, è ëþäè ïîä íîìåðà-
ìè îò 1 äî 99 ÿâëÿþòñÿ äîáðîïîðÿäî÷íûìè è çàêîíîïîñëóøíûìè ãðàæäàíàìè, à ÷åëîâåê ïîä íîìåð 100 �
ãðàáèòåëü. Èíòåðåñóþùåå íàñ ñîáûòèå � ¾íàñ îãðàáèëè¿. Äîïóñòèì, ÷òî ìû âåäåì äíåâíèê, è êàæäûé äåíü
çàïèñûâàåì, ñ êåì âñòðåòèëèñü. Çàïèñü â äíåâíèêå è áóäåò ¾ýëåìåíòàðíûì èñõîäîì¿ (âñïîìíèòå, êàê ìû
çàïèñûâàëè ïðîòîêîëû ïîäêèäûâàíèÿ ìîíåòêè).

Çà îäèí äåíü âîçìîæíî 100 ðàçëè÷íûõ çàïèñåé (ìû ïðîñòî çàïèñûâàåì ÷èñëî îò îäíîãî äî 100). Èç íèõ
ñîáûòèþ ¾íàñ îãðàáèëè¿ ñîîòâåòñòâóåò òîëüêî îäèí èñõîä, òî åñòü åãî âåðîÿòíîñòü ðàâíà 1/100 = 0,01.

Çà äâà äíÿ, âîçìîæíî 100 × 100 çàïèñåé: äåéñòâèòåëüíî, åñëè çàïèñàòü â òàáëèöó âñå âîçìîæíûå çàïèñè
äëÿ äâóõ äíåé, òî îíà áóäåò âûãëÿäåòü òàê (â êàæäîé êëåòêå ÷åðåç çàïÿòóþ íàïèñàíî, ñ êåì ìû âñòðåòèëèñü
â ïåðâûé äåíü, è ñ êåì âî âòîðîé):

1, 1 1, 2 1, 3 · · · 1, 99 1,100

2, 1 2, 2 2, 3 · · · 2, 99 2, 100
...

...
...

. . .
...

...

99, 1 99, 2 99, 3 · · · 99, 99 99, 100

100, 1 100, 2 100, 3 · · · 100, 99 100, 100

Â òàêîé òàáëèöå 100 ñòðîê è 100 ñòîëáöîâ, çíà÷èò âñåãî 10000 çàïèñåé. Ñ êàæäûì ñëåäóþùèì äíåì,
êîëè÷åñòâî çàïèñåé áóäåò óìíîæàòüñÿ íà 100 (ïîñêîëüêó ìû äîïèñûâàåì ê óæå èìåþùåéñÿ çàïèñè îäíî èç
100 ¾èìåí¿, îáùåå êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ óâåëè÷èâàåòñÿ â 100 ðàç).

Ìîæíî íàéòè âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ ¾íàñ îãðàáèëè¿, ïðîñòî ïåðåñ÷èòàâ áëàãîïðèÿòíûå èñõîäû, íî ìû
ïîñòóïèì èíà÷å: ðàññìîòðèì äîïîëíèòåëüíîå ñîáûòèå ¾íàñ íå îãðàáèëè¿. Êàêèå èñõîäû åìó ñîîòâåòñòâóþò?
Â êàæäîì ñòîëáöå òàáëèöû, êðîìå ïîñëåäíåãî, åìó ñîîòâåòñòâóþò âñå ÿ÷åéêè, êðîìå ïîñëåäíåé, âñåãî 99×99
èñõîäîâ. Çíà÷èò, âåðîÿòíîñòü ¾íàñ íå îãðàáèëè¿ ñîñòàâëÿåò 99×99

100×100 = (99/100)2.
Åñëè ìû ñîâåðøàåì n ïîñåùåíèé, îáùåå ÷èñëî èñõîäîâ áóäåò 100n, è ÷èñëî èñõîäîâ, áëàãîïðèÿòíûõ ñîáû-

òèþ ¾íàñ íå îãðàáèëè¿, áóäåò 99n (ò.ê. åñëè ìû íå âñòðå÷àåìñÿ ñ ãðàáèòåëåì, òî êàæäûé äåíü ìû âñòðå÷àåìñÿ
ñ îäíèì èç 99 çàêîíîïîñëóøíûõ ãðàæäàí). Âåðîÿòíîñòü, ÷òî íàñ íå îãðàáèëè, áóäåò (99/100)n = 0,99n. Çíà-
÷èò, âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íàñ îãðàáèëè õîòÿ áû ðàç ñîñòàâëÿåò: 1− p(íàñ íå îãðàáèëè)= 1− 0, 99n. Åñëè ìû
ïðîâåäåì ìíîãî èñïûòàíèé, ò. å. n áóäåò áîëüøèì ÷èñëîì, òî ýòà âåðîÿòíîñòü áóäåò áîëüøîé!

P2 = 1− 0, 992 = 1− 0, 9801 = 0, 0199
P4 = 1− 0, 994 = 1− 0, 96060 = 0, 0394
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P10 = 1− 0, 9910 = 1− 0, 90438 = 0, 09562
P25 = 1− 0, 9925 = 1− 0, 77782 = 0, 22218
P50 = 1− 0, 9950 = 1− 0, 60501 = 0, 39499
P150 = 1− 0, 99150 = 1− 0, 22145 = 0, 77855
P1000 = 1− 0, 991000 = 1− 4, 3171× 10−5 = 0, 99996
Íàøè âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî äàæå ïðè ïðîâåäåíèè 25 èñïûòàíèé âåðîÿòíîñòü îäíîãî ñîáûòèÿ

(îãðàáëåíèÿ) ñòàíîâèòñÿ ñóùåñòâåííîé, à óæ ïðè ïðîâåäåíèè 1000 èñïûòàíèé, îäíî îãðàáëåíèå áóäåò ïî-
÷òè íàâåðíÿêà. ×òî ýòî çíà÷èò? ×òî çäåñü ñòðàííîãî?

Ïóñòü êòî-òî ñîáèðàåòñÿ áðîñèòü ìîíåòó 8 ðàç. Âîçìîæíî ëè, âåðîÿòíî ëè, ÷òî ÷åëîâåê, çðèòåëü, óãàäàåò
çàðàíåå åñëè íå âñå, òî õîòÿ áû ïî÷òè âñå èñõîäû ýòîãî ïîäáðàñûâàíèÿ? Âåðîÿòíîñòü óãàäàòü âñå âîñåìü ðå-
çóëüòàòîâ ðàâíà p(A) = 1

28 ≈ 0, 0039. Âåðîÿòíîñòü óãàäàòü âñå ðåçóëüòàòû êðîìå îäíîãî, êàêîãî-íèáóäü òîæå
íåñëîæíî âû÷èñëèòü, îíà ñîñòàâèò p(B) = 8× 1

28 = 0, 03125. Èòàê, íàñ èíòåðåñóåò âûïîëíåíèå õîòÿ áû îäíîãî
èç ýòèõ ñîáûòèé, ñîáûòèÿ íåñîâìåñòíû, çíà÷èò, âåðîÿòíîñòü âûïîëíåíèÿ õîòÿ áû îäíîãî èç íèõ ñîñòàâèò:
p(C) = p(A) + p(B) ≈ 0, 0039 + 0, 03125 = 0, 03515. Âåðîÿòíîñòü ýòîãî ñîáûòèÿ î÷åíü íåâåëèêà, âðÿä ëè ñòîèò
áðàòüñÿ óãàäûâàòü â ýòîé ñèòóàöèè. Òåïåðü ïðåäñòàâèì ñåáå, ÷òî â àóäèòîðèè íàõîäèòñÿ 50 ÷åëîâåê. Ñ êàêîé
âåðîÿòíîñòüþ íèêòî èç íèõ íå óãàäàåò ïî÷òè âñå ïîäáðàñûâàíèÿ? Äëÿ ýòîãî êàæäûé èç 50 ÷åëîâåê äîëæåí
ÍÅ óãàäàòü, ò. å. âåðîÿòíîñòü òàêîãî ïðîèñøåñòâèÿ (1− 0, 03515)50 = 0, 16711. Èòàê, ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,16711
íèêòî íå îêàæåòñÿ ñ âñåãî îäíèì íåñîâïàäåíèåì, ýòî çíà÷èò, ÷òî ñ âåðîÿòíîñòüþ 1− 0, 16711 = 0, 83289 îáÿ-
çàòåëüíî êòî-òî óãàäàåò ïî÷òè âñå. Ðàçóìååòñÿ, åñëè åäèíñòâåííûé ÷åëîâåê â àóäèòîðèè óãàäûâàåò ïî÷òè âñå
âûïàäåíèÿ ìîíåòêè, õî÷åòñÿ äóìàòü, ÷òî ýòîò ÷åëîâåê îáëàäàåò êàêèìè-òî ñïåöèàëüíûìè ñïîñîáíîñòÿìè. Ðà-
çóìååòñÿ, çäåñü äåëî ïðîñòî â òîì, ÷òî êòî-òî óãàäàë áû ñ âûñîêîé âåðîÿòíîñòüþ, à êòî èìåííî � äåëî ñëó÷àÿ.

Óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü

Ðàññìîòðèì ñèòóàöèþ. Âî äâîðå èãðàþò 20 äåòåé: 12 ìàëü÷èêîâ è 8 äåâî÷åê (ñì. òàáë. 1). Äåòè èãðàþò
â ôóòáîë è â êëàññèêè. Â ôóòáîë èãðàþò 8 ìàëü÷èêîâ è 2 äåâî÷êè, â êëàññèêè îñòàëüíûå ðåáÿòà, ò. å. 4
ìàëü÷èêà è 6 äåâî÷åê. Âûáåðåì ñëó÷àéíûì îáðàçîì ðåáåíêà ñðåäè èãðàþùèõ. Ñ êàêîé âåðîÿòíîñòüþ îí
èãðàë â ôóòáîë? Îòâåò ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè:

p(F ) =
n(F )

n(Ω)
=

10

20
=

1

2

Òåïåðü ïðåäñòàâèì ñåáå, ÷òî ìû âèäèì: âûáðàííûé ñëó÷àéíûì îáðàçîì ðåáåíîê îêàçàëñÿ ìàëü÷èêîì. Ñ
êàêîé âåðîÿòíîñòüþ îí èãðàë â ôóòáîë? Òåïåðü èçìåíèëîñü è êîëè÷åñòâî áëàãîïðèÿòíûõ èñõîäîâ, è îáùåå
êîëè÷åñòâî èñõîäîâ.

p(F |M) =
FM

n(M)
=

8

12
=

2

3

ãäå p(F |M) � âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âûáðàííûé ðåáåíîê èãðàåò â ôóòáîë, ïðè óñëîâèè, ÷òî îí îêàçàëñÿ
ìàëü÷èêîì, n(FM) � êîëè÷åñòâî ìàëü÷èêîâ èãðàþùèõ â ôóòáîë, n(M) � îáùåå êîëè÷åñòâî ìàëü÷èêîâ.
Ïîñìîòðèì íà íàøå âû÷èñëåíèå âíèìàòåëüíåå:

p(F |M) =

n(FM)
n(Ω)

n(M)
n(Ω)

Çäåñü p(FM) � âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñëó÷àéíî âçÿòûé ðåáåíîê îêàçàëñÿ ìàëü÷èêîì, èãðàþùèì â ôóòáîë,
p(M) � âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñëó÷àéíî âçÿòûé ðåáåíîê îêàçàëñÿ ìàëü÷èêîì. Ýòó ôîðìóëó ìîæíî âîñïðèíè-
ìàòü êàê îïðåäåëåíèå óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè: âåðîÿòíîñòüþ ñîáûòèÿ A ïðè óñëîâèè B íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèå
âåðîÿòíîñòè èõ îäíîâðåìåííîãî âûïîëíåíèÿ ê âåðîÿòíîñòè ñîáûòèÿ B.

êëàññèêè ôóòáîë âñåãî

äåâî÷êè 6 2 8

ìàëü÷èêè 4 8 12

âñåãî 10 10 20

Òàáëèöà 1: Äåòè âî äâîðå
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Âàæíî íå ïóòàòü äâà ïîíÿòèÿ: âåðîÿòíîñòü îäíîâðåìåííîãî âûïîëíåíèÿ äâóõ ñîáûòèé è âåðîÿòíîñòü
ñîáûòèÿ A ïðè óñëîâèè B. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âî âòîðîì ñëó÷àå ìû ðàññìàòðèâàåì íå âñå ýëåìåíòàðíûå
èñõîäû, à òîëüêî òå, ÷òî áëàãîïðèÿòíû B.

Ïðèìåðû:

1. Ïðè áðîñàíèè èãðàëüíîé êîñòè ñîáûòèÿ A� âûïàäåíèå ÷åòíîãî ÷èñëà è B � âûïàäåíèå ÷èñëà, ìåíüøåãî
òðåõ. Íàéäåì âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ A ïðè óñëîâèè B, ò. å. âåðîÿòíîñòü âûïàäåíèÿ ÷åòíîãî ÷èñëà, ïðè óñëîâèè,
÷òî âûïàëî ìåíüøå òðåõ. Ìû óæå âûÿñíèëè, ÷òî ñîáûòèå AB ñîñòîèò â âûïàäåíèè äâîéêè, ò. å. p(AB) =
1/6, p(B) = 2/6 = 1/3, òîãäà

p(A|B) =
p(AB)

p(B)
=

1/6

1/3
=

1

2

2. Ñëó÷àéíîå èñïûòàíèå: òðîåêðàòíîå áðîñàíèå ìîíåòêè. Ñëó÷àéíîå ñîáûòèå A � âûïàäåíèå õîòÿ áû äâóõ
îðëîâ è B � âûïàäåíèå õîòÿ áû îäíîé ðåøêè. Íàéäåì âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ A ïðè óñëîâèè B, âûïàäåíèå
õîòÿ áû äâóõ îðëîâ ïðè óñëîâèè âûïàäåíèå õîòÿ áû îäíîé ðåøêè. Ìû óæå âûÿñíèëè, ÷òî ñîáûòèþ AB

áëàãîïðèÿòñòâóþò òðè ýëåìåíòàðíûõ èñõîäà: ¾îðåë, îðåë, ðåøêà¿, ¾îðåë, ðåøêà, îðåë¿, ¾ðåøêà, îðåë, îðåë¿.
Çíà÷èò, p(AB) = 3/8, p(B) = 7/8. Èòàê:

p(A|B) =
p(AB)

p(B)
=

3/8

7/8
=

3

7
.
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