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Ëåêöèÿ 2. Ýëåìåíòû ôèíàíñîâîé ìàòåìàòèêè, ÷àñòü 2.

1 Çàäà÷à î âêëàä÷èêå è íåêîòîðûå íàâîäÿùèå ñîîáðàæåíèÿ

Íà ïðåäûäóùåé ëåêöèè áûëà ðàññìîòðåíà çàäà÷à î òîì, êàê ðàñòåò ñóììà íà ëèöåâîì ñ÷åòå ó âêëàä÷èêà,
ïîëîæèâøåãî â áàíê íåêîòîðóþ ñóììó äåíåã ïîä ñêîëüêî-òî ïðîöåíòîâ ãîäîâûõ; ìàòåðèàë äàííîé ëåêöèè
ïîçâîëèò íàì ïðîâîäèòü áîëåå òîíêèé àíàëèç ýôôåêòèâíîñòè òåõ èëè èíûõ áàíêîâñêèõ âêëàäîâ. Íà÷íåì ñ
áîëåå ïîäðîáíîãî ðàññìîòðåíèÿ óïîìÿíóòîé çàäà÷è î âêëàä÷èêå.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âêëàä÷èê âíåñ â áàíê N0 ðóáëåé ïîä k% ãîäîâûõ (ïðîöåíòû íà÷èñëÿþòñÿ ñ êàïèòàëè-
çàöèåé, ò.å., íà âñþ èìåþùóþñÿ ñóììó ñ ó÷åòîì íàáåæàâøèõ ïðîöåíòîâ). Íàñ èíòåðåñóåò ñóììà Nt, êîòîðàÿ
áóäåò íà ñ÷åòå âêëàä÷èêà ïî èñòå÷åíèè t ëåò. Ñîãëàñíî óñëîâèþ íàøåé çàäà÷è çíà÷åíèå N1 áóäåò íà k%
áîëüøå, ÷åì çíà÷åíèå N0, çíà÷åíèå N2 � íà k% áîëüøå, ÷åì N1, è òàê äàëåå. Èíûìè ñëîâàìè, ìû èìååì
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N0,

è, àíàëîãè÷íî,
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N0, (1)

èëè, ÷òî ðàâíîñèëüíî,

−N0 +
Nt(

1 + k
100

)t = 0. (2)

Òåïåðü ðåøèì íåñêîëüêî çàäà÷, ïîñâÿùåííûõ îáñóæäàåìîìó âîïðîñó.

Çàäà÷à 1.1. Âêëàä÷èê âíåñ â áàíê 10000 ðóáëåé ïîä ñêîëüêî-òî ïðîöåíòîâ ãîäîâûõ (ïðîöåíòû íà÷èñëÿþòñÿ
ñ êàïèòàëèçàöèåé, ò.å., íà âñþ èìåþùóþñÿ ñóììó ñ ó÷åòîì íàáåæàâøèõ ïðîöåíòîâ), è ïîëó÷èë 14000
ðóáëåé ÷åðåç 5 ëåò. Íàéòè ïðîöåíòíóþ ñòàâêó.

Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è èñïîëüçóåì ôîðìóëó (1). Â óñëîâèÿõ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è t = 5, N0 = 10000,
N5 = 14000, k � íåèçâåñòíàÿ ïåðåìåííàÿ (ïðîöåíòíàÿ ñòàâêà), êîòîðóþ òðåáóåòñÿ íàéòè. Èòàê, ñîãëàñíî
ôîðìóëå (1) (

1 +
k

100

)5

· 10000 > 14000,

îòêóäà
(
1 + k

100

)5
= 1.4, èëè 1 + k

100 = 5
√
1.4 ≈ 1.07. Òàêèì îáðàçîì, 1 + k

100 ≈ 1.07, èëè k
100 ≈ 0.07, ò.å., k ≈ 7.

Èíûìè ñëîâàìè, âêëàä÷èê âíîñèë èñõîäíóþ ñóììó ïîä 7% ãîäîâûõ.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà èçâåñòíû èñõîäíûé âçíîñ âêëàä÷èêà, ïðîöåíòíàÿ ñòàâêà è ñóììà, êîòî-
ðóþ îí õîòåë áû âèäåòü íà ñâîåì ñ÷åòå, à òðåáóåòñÿ íàéòè âðåìåííîé ïðîìåæóòîê, ÷åðåç êîòîðûé ýòà ñóììà
ó íåãî íà ñ÷åòå äåéñòâèòåëüíî îêàæåòñÿ.

Çàäà÷à 1.2. Âêëàä÷èê âíåñ â áàíê 10000 ðóáëåé ïîä 10% ãîäîâûõ (ïðîöåíòû íà÷èñëÿþòñÿ ñ êàïèòàëèçà-
öèåé, ò.å., íà âñþ èìåþùóþñÿ ñóììó ñ ó÷åòîì íàáåæàâøèõ ïðîöåíòîâ). Ñêîëüêî äîëæíî ïðîéòè ëåò,
ïðåæäå ÷åì ñóììà íà ñ÷åòå âêëàä÷èêà ïðåâûñèò 1000000 ðóáëåé?
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Ðåøåíèå. Ìû ñíîâà èñïîëüçóåì ôîðìóëó (1). Â íàøåì ñëó÷àå k = 10, N0 = 10000, t � íåèçâåñòíàÿ
ïåðåìåííàÿ (÷èñëî ëåò), êîòîðóþ òðåáóåòñÿ íàéòè, a Nt � ÷èñëî, íå ìåíüøåå, ÷åì 1000000. Èòàê, ñîãëàñíî
ôîðìóëå (1) (

1 +
10

100

)t

· 10000 > 1000000,

îòêóäà
(
1 + 10

100

)t
> 100, èëè 1.1t > 100. Òàêèì îáðàçîì, t � íàèìåíüøåå öåëîå ÷èñëî, áîëüøåå èëè ðàâíîå

log1.1 100 ≈ 48.3, çíà÷èò, t = 49. Òàêèì îáðàçîì, 10000 ”ïðåâðàòÿòñÿ” â ìèëëèîí ðóáëåé ÷åðåç 49 ëåò.

Ê ñîæàëåíèþ, èçëîæåííàÿ òåõíèêà ïîêà íå ïîçâîëÿåò íàì ðåøàòü âîïðîñ îá ýôôåêòèâíîñòè òåõ èëè èíûõ
êðåäèòíûõ ñòàâîê â áîëåå ñëîæíûõ ñëó÷àÿõ. Â ÷àñòíîñòè, íàøè ìåòîäû íåäîñòàòî÷íî ñèëüíû äëÿ ðåøåíèÿ
ñëåäóþùåãî ïðèìåðà.

Ïðèìåð 1.3. Ðàññìîòðèì òàêóþ ñõåìó êðåäèòà. Áàíê âûäàåò çàåìùèêó 5000 äîëëàðîâ, ÷åðåç ãîä ñíîâà
âûäàåò 5000 äîëëàðîâ, ÷åðåç äâà ãîäà çàåìùèê âîçâðàùàåò 12000 äîëëàðîâ. Ïîä êàêîé ïðîöåíò âûäàí òàêîé
êðåäèò?

Íà äàííîé ëåêöèè ìû äàäèì ñïîñîá ðàñïîçíàâàíèÿ ýôôåêòèâíîñòè êðåäèòíûõ ñòàâîê, â ÷àñòíîñòè, ìû
ïðèâåäåì àïïàðàò, ïîçâîëÿþùèé ðåøèòü ïðèìåð 1.3.

Ïîêà æå ìû ïðîñòî îòìåòèì, ÷òî ðåøåííûå íàìè çàäà÷è 1.1 è 1.2 íàâîäÿò íàñ íà ìûñëü î òîì, êàêèì
îáðàçîì â ïðèíöèïå ìîæíî ñðàâíèâàòü äåíåæíûå ñðåäñòâà, îòíîñÿùèåñÿ ê ðàçíûì âðåìåííûì ïåðèîäàì.
Íàïðèìåð, ìèëëèîí ðóáëåé èç çàäà÷è 1.2, êîòîðûé ìû ïîëó÷èì ÷åðåç 50 ëåò, ñòîèò òàê ìàëî êàê 10000
”ñåãîäíÿøíèõ” ðóáëåé. Àíàëîãè÷íî, 14000 ðóáëåé èç çàäà÷è 1.1 ñòîèëè áû 10000 ðóáëåé ïÿòü ëåò íàçàä.

2 Î ñòîèìîñòè, ïðèâåäåííîé ê ñåãîäíÿøíåìó äíþ

Îáñóæäàÿ êðåäèò â áàíêå, ìû èñõîäèì èç òîãî, ÷òî íàì èçâåñòíà ïðîöåíòíàÿ ñòàâêà êðåäèòà. Â æèçíè ÷àñòî
âñòðå÷àþòñÿ ñèòóàöèè, êîãäà ïðîöåíòíàÿ ñòàâêà íåèçâåñòíà: ëþäè èëè îðãàíèçàöèè ìîãóò äîãîâîðèòüñÿ î
ñëîæíûõ âûïëàòàõ â ðàçíûå ñðîêè, ñêàæåì, ñàì êðåäèò âûäàåòñÿ íå åäèíîâðåìåííî, à ïî ÷àñòÿì, âîçâðà-
ùåíèå äîëãà ïðîèñõîäèò îïðåäåëåííûìè ñóììàìè ÷åðåç êàêîé-òî ñðîê. Êàê ïî ýòèì äàííûì ñêàçàòü, ïîä
êàêèå èìåííî ïðîöåíòû âûäàí êðåäèò? Ñ òàêèì æå âîïðîñîì ñòàëêèâàþòñÿ ëþäè, áåðóùèå êðåäèò â áàí-
êå, ãäå êðîìå âûïëàò ïî êðåäèòó åñòü äîïîëíèòåëüíûå âûïëàòû � çà îáñëóæèâàíèå êðåäèòà, îòêðûòèå è
ïîääåðæèâàíèå ñ÷åòà è ò. ä.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîíÿòü, î êàêîé ñòàâêå èäåò ðå÷ü, íàì íóæíî óìåòü ñðàâíèâàòü äåíüãè, ïîëó÷åííûå
ñåãîäíÿ ñ äåíüãàìè, êîòîðûå áóäóò, ñêàæåì, ÷åðåç ãîä.

Ïóñòü ïðîöåíòíàÿ ñòàâêà â íåêîòîðîì áàíêå äëÿ îáû÷íîãî âêëàäà ñîñòàâëÿåò 6% ãîäîâûõ. Ïóñòü ó íàñ
åñòü 1000 ðóáëåé ñåé÷àñ. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ìû ñîâåðøåííî îïðåäåëåííî ìîæåì ïîëó÷èòü ÷åðåç ãîä 1060 ðóáëåé.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðåäïîëîæèì, ìû çíàåì, ÷òî íàì çàïëàòÿò 1000 ðóáëåé, íî òîëüêî ÷åðåç ãîä. Â êàêîì-òî
ñìûñëå, ýòî òî æå ñàìîå, ÷òî ìû èìååì 1000/1,06 ðóáëåé ñåãîäíÿ: îáëàäàíèå èìåííî òàêîé ñóììîé ãàðàíòèðó-
åò íàì âûïëàòó íàøèõ 1000 ðóáëåé ÷åðåç ãîä. Ìû áóäåì ãîâîðèòü î ñòîèìîñòè, ïðèâåäåííîé ê ñåãîäíÿøíåìó
äíþ. Èòàê, åñëè áàíê óñòàíîâèë ïðîöåíòíóþ ñòàâêó a%, òî ñòîèìîñòü 1000 ðóáëåé, ïîëó÷åííûõ ÷åðåç ãîä,
ïðèâåäåííàÿ ê ñåãîäíÿøíåìó äíþ ñîñòàâèò 1000/

(
1 + a

100

)
ðóáëåé, ñòîèìîñòü 1000 ðóáëåé, ïîëó÷åííûõ ÷å-

ðåç äâà ãîäà, ïðèâåäåííàÿ ê ñåãîäíÿøíåìó äíþ ñîñòàâèò 1000/
(
1 + a

100

)2
ðóáëåé, à ñòîèìîñòü 1000 ðóáëåé,

ïîëó÷åííûõ ÷åðåç n ëåò, ïðèâåäåííàÿ ê ñåãîäíÿøíåìó äíþ ñîñòàâèò 1000/
(
1 + a

100

)n
ðóáëåé.

Òàêèì îáðàçîì, íàøè ðàññóæäåíèÿ ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùåìó îïðåäåëåíèþ.

Îïðåäåëåíèå 2.1. Ñòîèìîñòü N ðóáëåé, ïîëó÷åííûõ ÷åðåç t ëåò, ïðèâåäåííàÿ ê ñåãîäíÿøíåìó äíþ îòíî-
ñèòåëüíî ñòàâêè â k% ãîäîâûõ, ðàâíà

Nreduced =
N(

1 + k
100

)t . (3)

3 Ýôôåêòèâíàÿ ïðîöåíòíàÿ ñòàâêà

Âåðíåìñÿ îïÿòü ê çàäà÷å î âêëàä÷èêå, ñ ðàññìîòðåíèÿ êîòîðîé ìû íà÷àëè ýòó ëåêöèþ. Ñðàâíèì îïðåäå-
ëåíèå 2.1 è ôîðìóëó (2): çàìåòèì, ÷òî ñëàãàåìûå â ëåâîé ÷àñòè ýòîé ôîðìóëû ñîîòâåòñòâóþò ïëàòåæàì
âêëàä÷èêà è áàíêà, ïðèâåäåííûì ê ñåãîäíÿøíåìó äíþ. À èìåííî, ñòîèìîñòü N0 ”ñåãîäíÿøíèõ” ðóáëåé,
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ïðèâåäåííàÿ ê ñåãîäíÿøíåìó äíþ ðàâíà â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 2.1 N0

(1+ k
100 )

0 = N0; ñòîèìîñòü Nt ðóáëåé, ïîëó-

÷åííûõ ÷åðåç t ëåò, ðàâíà Nt

(1+ k
100 )

t . Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ñëàãàåìîå N0 áåðåòñÿ â ôîðìóëå ñî çíàêîì ”ìèíóñ”,

ïîñêîëüêó îíî ñîîòâåòñòâóåò ðàñõîäó âêëàä÷èêà (îí âíîñèò ýòó ñóììó â áàíê), à ñëàãàåìîå Nt

(1+ k
100 )

t � ñî

çíàêîì ”ïëþñ”, ò.ê. âêëàä÷èê çàáèðàåò ñåáå ýòè Nt ðóáëåé ÷åðåç t ëåò. Ýòè ðàññóæäåíèÿ ïîçâîëÿþò íàì
îáîáùèòü ôîðìóëó (2) íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî êðåäèòíîãî äîãîâîðà ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Îïðåäåëåíèå 3.1. Ýôôåêòèâíîé ïðîöåíòíîé ñòàâêîé íàçûâàåòñÿ òàêàÿ ïðîöåíòíàÿ ñòàâêà, ïðè êîòîðîé
ñóììà ñòîèìîñòåé âñåõ ôèíàíñîâûõ ïîòîêîâ, ïðèâåäåííàÿ ê ñåãîäíÿøíåìó äíþ, ðàâíà íóëþ.

Îïðåäåëåíèå 3.1 ïîçâîëÿåò ðàñïîçíàâàòü ýôôåêòèâíîñòü êðåäèòíîãî äîãîâîðà, êîòîðûé ñâÿçàí ñ áîëüøèì,
÷åì 2, êîëè÷åñòâîì ôèíàíñîâûõ ïîòîêîâ. Ïðîäåìîíñòðèðóåì ìîùü ýòîãî îïðåäåëåíèÿ, ðåøèâ ïðèìåð 1.3,
ñðåäñòâ äëÿ ðåøåíèÿ êîòîðîãî íàì îêàçàëîñü íåäîñòàòî÷íî â ïåðâîì ðàçäåëå ëåêöèè. Èòàê, íàïîìíèì óñëîâèå
è ïðèâåäåì ðåøåíèå ïðèìåðà 1.3.

Ïðèìåð 3.2. Ðàññìîòðèì òàêóþ ñõåìó êðåäèòà. Áàíê âûäàåò çàåìùèêó 5000 äîëëàðîâ, ÷åðåç ãîä ñíîâà
âûäàåò 5000 äîëëàðîâ, ÷åðåç äâà ãîäà çàåìùèê âîçâðàùàåò 12000 äîëëàðîâ. Ïîä êàêîé ïðîöåíò âûäàí òàêîé
êðåäèò?

Ðåøåíèå. Ïóñòü ïðîöåíòíàÿ ñòàâêà áàíêà ñîñòàâëÿåò a%. Ïðèâåäåì ê ñåãîäíÿøíåìó äíþ âñå ïðîèçâåäåí-
íûå âûïëàòû. Ñòîèìîñòü $5000, ïîëó÷åííûõ ñðàçó, ñîñòàâëÿåò $5000, à ñòîèìîñòü $5000, ïîëó÷åííûõ ÷åðåç

ãîä ñîñòàâèò $5000/
(
1 + a

100

)
. Ñòîèìîñòü âîçâðàùåííûõ $12000 ñîñòàâèò $12000/

(
1 + a

100

)2
. ×òîáû áûëè âîç-

âðàùåíû âñå çàíÿòûå äåíüãè, äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî

5000 +
5000

1 + a
100

=
12000

(1 + a
100 )

2

Ìû ïîëó÷èëè óðàâíåíèå íà íåèçâåñòíîå a. Ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ a1 = −10
√
265 − 150 < 0 è a2 =

10
√
265− 150 ≈ 12, 788. Ïåðâûé êîðåíü îòðèöàòåëüíûé, âòîðîé äàåò íàì îòâåò ê çàäà÷å: áàíê âûäàë äåíüãè

ïîä ïðèáëèçèòåëüíî 12, 8% ãîäîâûõ.

Â çàâåðøåíèå, ïðèâåäåì îäíî çàìå÷àíèå î ïðèâåäåíèè âûïëàò ê ðàçëè÷íûì âðåìåííûì ñðîêàì.

Çàìå÷àíèå 3.3. Ïî÷åìó ôèíàíñîâûå ïîòîêè ïðèâîäÿòñÿ èìåííî ê ñåãîäíÿøíåìó äíþ, à íå ê, ñêàæåì, äíþ
ïîñëåäíèõ âûïëàò? Äåëî â òîì, ÷òî ýôôåêòèâíàÿ ñòàâêà ïðîöåíòà íå çàâèñèò îò òîãî äíÿ, ê êîòîðîìó
ïðèâîäÿòñÿ ïëàòåæè. Äåéñòâèòåëüíî, ïðèâåäåì â ïðèìåðå 3.2 âñå ïëàòåæè ê äíþ ïîñëåäíåé âûïëàòû.
Òîãäà ïåðâûå $5000 ïîëó÷åíû çà äâà ãîäà äî ýòîãî äíÿ, à çíà÷èò, íà ýòè äåíüãè ìîæíî áûëî äâàæäû

ïîëó÷èòü ãîäîâûå ïðîöåíòû. ×åðåç äâà ãîäà $5000 ïðåâðàòÿòñÿ â 5000/
(
1 + a

100

)2
. Àíàëîãè÷íî, âòîðàÿ

âûïëàòà ïîëó÷åíà çà ãîä äî äíÿ ðàñ÷åòà, à çíà÷èò, âòîðûå $5000 ïðåâðàòÿòñÿ â 1000/
(
1 + a

100

)
.

$12000 âîçâðàùàþòñÿ â äåíü ðàñ÷åòà, íèêàêèõ ïðîöåíòîâ â ýòîì ñëó÷àå íà ýòè äåíüãè íå âîçâðàùàåòñÿ.
Èòàê, ìû ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

5000 ·
(
1 +

a

100

)2

+ 5000 ·
(
1 +

a

100

)
= 12000

Åñëè ðàçäåëèòü ýòî ðàâåíñòâî íà (1 + a
100 ), ìû ïîëó÷èì òî æå óðàâíåíèå, ÷òî è â ïðèìåðå 3.2.
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