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Ëèíåéíàÿ àëãåáðà
Ñåìèíàð 8: äèàãîíàëèçèðóåìûå îïåðàòîðû (13 ìàðòà 2013 ã.)

Çàäà÷à 1. Äëÿ ìàòðèö (a)
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)
íàéäèòå êîðíè õàðàêòå-

ðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà è èõ àëãåáðàè÷åñêèå è ãåîìåòðè÷åñêèå êðàòíîñòè.

Çàäà÷à 2. Äîêàæèòå, ÷òî ëèíåéíûé îïåðàòîð â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå íàä R äèàãî-
íàëèçèðóåì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå êîðíè åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëå-
íà âåùåñòâåííûå è ãåîìåòðè÷åñêàÿ êðàòíîñòü êàæäîãî êîðíÿ ðàâíà àëãåáðàè÷åñêîé.

Çàäà÷à 3. Ïóñòü A : V → V �ëèíåéíûé îïåðàòîð â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå íàä R
èëè íàä C.
(a) Äîêàæèòå, ÷òî KerA2 ⊃ KerA.
(b) Äîêàæèòå, ÷òî ImA2 ⊂ ImA.
(c) Äîêàæèòå, ÷òî V = KerA⊕ ImA òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà KerA2 = KerA.

Çàäà÷à 4. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè îïåðàòîð A : V → V äèàãîíàëèçèðóåìûé, òî V =
KerA⊕ ImA.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü V = L1 ⊕ L2. Ëèíåéíûé îïåðàòîð P : V → V íàçûâàåòñÿ
ïðîåêòîðîì íà L1 ïàðàëëåëüíî L2, åñëè äëÿ êàæäîãî x ∈ V , òàêîãî ÷òî x = x1 + x2,
ãäå x1 ∈ L1, x2 ∈ L2, Px = x1.

Çàäà÷à 5. Íàéäèòå KerP , ImP , åãî ñîáñòâåííûå ÷èñëà è ñîáñòâåííûå ïîäïðîñòðàí-
ñòâà.

Çàäà÷à 6. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîåêòîð äèàãîíàëèçèðóåì. ×òî ìîæíî ñêàçàòü ïðî ìàò-
ðèöó ïðîåêòîðà â ñîáñòâåííîì áàçèñå?

Çàäà÷à 7. Äîêàæèòå, ÷òî P �ïðîåêòîð òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà P 2 = P .

Îïðåäåëåíèå 2. Ëèíåéíûå îïåðàòîðû A è B êîììóòèðóþò, åñëè AB = BA.

Çàäà÷à 8. (a) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè A è B �êîììóòèðóþùèå ëèíåéíûå îïåðàòîðû
â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå íàä C, òî ó íèõ åñòü îáùèé ñîáñòâåííûé âåêòîð.

(b) Ïðèâåäèòå ïðèìåð êîììóòèðóþùèõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ â ëèíåéíîì ïðîñòðàí-
ñòâå íàä R, òàêèõ ÷òî ó íèõ íåò îáùåãî ñîáñòâåííîãî âåêòîðà.
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