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Ëèíåéíàÿ àëãåáðà
Ñåìèíàð 7: ñóììà ïîäïðîñòðàíñòâ (6 ìàðòà 2013 ã.)

Çàäà÷à 1. Ïóñòü ïîäïðîñòðàíñòâà L1 ⊂ R5 è L2 ⊂ R5 çàäàíû êàê ìíîæåñòâà ðåøåíèé
ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñîîòâåòñòâåííî:{

x1 + 2x2 − x3 + 3x4 − x5 = 0;

x1 + x2 + x3 − x4 − 4x5 = 0;

è {
3x1 + 5x2 − x3 + 5x4 − 8x5 = 0;

2x1 − x2 + x3 + x4 − 2x5 = 0.

Íàéäèòå ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâ L1, L2, L1 ∩ L2, L1 + L2. Íàõîäÿòñÿ ëè ïîäïðî-
ñòðàíñòâà L1 è L2 â îáùåì ïîëîæåíèè?

Çàäà÷à 2. Äàí ëèíåéíûé îïåðàòîð A, äåéñòâóþùèé â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå V íàä
R. Äëÿ λ, µ ∈ R, ãäå λ 6= µ, ðàññìàòðèâàþòñÿ ìíîæåñòâà Lλ = {x ∈ V : Ax = λx} è
Lµ = {x ∈ V : Ax = µx}.
(a) Äîêàæèòå, ÷òî Lλ è Lµ �ïîäïðîñòðàíñòâà.
(b) Äîêàæèòå, ÷òî Lλ ∩ Lµ = {0}.
(c) Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà Lλ + Lµ �ïðÿìàÿ.
(d) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè íåíóëåâîé âåêòîð x ∈ Lλ + Lµ, è Ax = νx, òî x ∈ Lλ èëè

x ∈ Lµ (è, ñîîòâåòñòâåííî, ν = λ èëè ν = µ).

Çàäà÷à 3. Äîêàæèòå, ÷òî (L1 + L2) ∩ L3 ⊃ L1 ∩ L3 + L2 ∩ L3. Ïðèâåäèòå ïðèìåð, â
êîòîðîì âêëþ÷åíèå ñòðîãîå.

Çàäà÷à 4. Ðàññìîòðèòå îòîáðàæåíèå f èç ïðîñòðàíñòâà V ôóíêöèé v âèäà e2xP (x),
ãäå P (x)�ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè íå âûøå 3, â ïðîñòðàíñòâî M ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå
âûøå 2:

f(v) = e−2x(v′′ − 4v).

(a) Äîêàæèòå, ÷òî f �ëèíåéíûé îïåðàòîð.
(b) Ðàññìîòðèì â ïðîñòðàíñòâå V íàáîð âåêòîðîâ e2x, xe2x, x2e2x, x3e2x. Äîêàæèòå,

÷òî ýòî áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V .
(c) Ðàññìîòðèì â ïðîñòðàíñòâå M íàáîð âåêòîðîâ 1, x, x2. Äîêàæèòå, ÷òî ýòî áàçèñ

ïðîñòðàíñòâà M .
(d) Ïîñòðîéòå â îïèñàííûõ âûøå áàçèñàõ ìàòðèöó A îòîáðàæåíèÿ f .
(e) Íàéäèòå ïàðó áàçèñîâ â ïðîñòðàíñòâàõ V è M , â êîòîðûõ ìàòðèöà D îòîáðàæå-

íèÿ f äèàãîíàëüíà, ïðè÷¼ì íà äèàãîíàëè òîëüêî íóëè è åäèíèöû.
(f) Íàéäèòå íåâûðîæäåííûå ìàòðèöû B è C, òàêèå ÷òî A = BDC.
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