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Ñîâìåñòíûé áàêàëàâðèàò ÂØÝ�ÐÝØ, 2012/13 ó÷. ãîä
Ëèíåéíàÿ àëãåáðà
Ñåìèíàð 3: áàçèñ è ðàçìåðíîñòü (06 ôåâðàëÿ 2013)

Çàäà÷à 1. ßâëÿþòñÿ ëè ëèíåéíî çàâèñèìûìè ñèñòåìû {} ⊂ Rn, {0} ⊂ Rn, {x} ⊂ Rn,
ãäå x 6= 0, {x, x} ⊂ Rn, {(1, 0), (1, 1), (1, 2)} ⊂ R2?

Çàäà÷à 2. Ïóñòü ñèñòåìà X = {x1, . . . , xm} ⊂ Rn, à ñèñòåìà X1 = {x1, . . . , xm, xm+1}.
(a) Âåðíî ëè, ÷òî åñëè ñèñòåìà X ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ, òî ñèñòåìà X1 òîæå ëèíåéíî

íåçàâèñèìàÿ?
(b) Âåðíî ëè, ÷òî åñëè ñèñòåìà X ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ, òî ñèñòåìà X1 ëèíåéíî

çàâèñèìàÿ?
(c) Âåðíî ëè, ÷òî åñëè ñèñòåìà X ëèíåéíî çàâèñèìàÿ, òî ñèñòåìà X1 ëèíåéíî çàâè-

ñèìàÿ?
(d) Ñôîðìóëèðóéòå óòâåðæäåíèÿ, êîíòðàïîçèòèâíûå ê óòâåðæäåíèÿì ïóíêòîâ (2a),

(2b), (2c).

Çàäà÷à 3. Ïóñòü ñèñòåìà âåêòîðîâ E = (e1, . . . , en) îáðàçóåò áàçèñ â ëèíåéíîì ïðî-
ñòðàíñòâå V . Òåì ñàìûì åñëè âåêòîð x ∈ V ïðåäñòàâèòü â âèäå x = ξ1e1+. . .+ξnen, òî
íàáîð ÷èñåë ξ = (ξ1, . . . , ξn) íàçûâàåòñÿ êîîðäèíàòàìè âåêòîðà x â áàçèñå E . Äîêàæè-
òå, ÷òî ëþáîé âåêòîð x îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèìè êîîðäèíàòàìè ξ â áàçèñå E .

Çàäà÷à 4. Âåêòîðû a è b îáðàçóþò áàçèñ ïðîñòðàíñòâà R2. Ïóñòü c = a+ b, d = a− b.
(a) Íàéòè êîîðäèíàòû âåêòîðîâ c è d â áàçèñå (a, b).
(b) ßâëÿåòñÿ ëè ïàðà âåêòîðîâ (c, d) áàçèñîì ýòîãî ïðîñòðàíñòâà?
(c) Íàéòè êîîðäèíàòû âåêòîðîâ a è b â áàçèñå (c, d).

Çàäà÷à 5. (a) Äàí íàáîð âåêòîðîâ (1, 2, 3,−6), (−4, 8, 3,−7), (2,−1, 3,−4), (5, 2,−6,−1),
(4,−4, 0, 0). Äîïîëíèòå íàáîð èç ïåðâûõ äâóõ âåêòîðîâ äî ìàêñèìàëüíîãî ëèíåé-
íî íåçàâèñèìîãî íàáîðà. Ñêîëüêî âåêòîðîâ â ýòîì íàáîðå? ×òî ýòî çíà÷èò?

(b) Äàí íàáîð âåêòîðîâ (1, 2, 3,−6), (−4, 8, 3,−7), (2,−1, 3,−4), (5, 2,−6,−1), (4,−4, 0, 1).
Íàáîð îòëè÷àåòñÿ îò ïðåäûäóùåãî ïîñëåäíåé êîîðäèíàòîé ïîñëåäíåãî âåêòîðà.
Ïîïðîáóéòå óãàäàòü, ñêîëüêî áóäåò âåêòîðîâ â ìàêñèìàëüíîì íàáîðå. Äîïîë-
íèòå íàáîð èç ïåðâûõ äâóõ âåêòîðîâ äî ìàêñèìàëüíîãî ëèíåéíî íåçàâèñèìîãî
íàáîðà. Ñêîëüêî âåêòîðîâ â ýòîì íàáîðå?

Çàäà÷à 6 (Áàçèñû â ïðîñòðàíñòâå ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå âûøå n).

(a) Ïóñòü a�ëþáîå ÷èñëî. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîãî÷ëåíû 1, (x−a), (x−a)2, . . . , (x−a)n
îáðàçóþò áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå âûøå n.

(b) Íàéäèòå êîîðäèíàòû ìíîãî÷ëåíà f =
∑n

i=0 aix
i â ýòîì áàçèñå.

Çàìå÷àíèå 1. Ïåðâûå äâà ïóíêòà ðàçîáðàíû íà ëåêöèè. Íà ñåìèíàðå èõ íóæíî

ðàçîáðàòü, òîëüêî åñëè ïî íèì åñòü âîïðîñû.

(c) Ïîñòðîéòå ìíîãî÷ëåí f ñòåïåíè 3 òàêîé, ÷òî f(−3) = 0, f(1) = 1, f(2) = 0,
f(10) = 0.
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(d) Ïîñòðîéòå ìíîãî÷ëåí g ñòåïåíè 3 òàêîé, ÷òî g(−3) = 1, g(1) = 0, g(2) = 0,
g(10) = 0.

(e) Ïîñòðîéòå ìíîãî÷ëåí h ñòåïåíè 3 òàêîé, ÷òî h(−3) = 2, h(1) = 3, h(2) = 0,
h(10) = 0.

(f) Ïîñòðîéòå ìíîãî÷ëåí m ñòåïåíè 3 òàêîé, ÷òî m(−3) = 2, m(1) = 3, m(2) = 1,
m(10) = 4.

(g) Ïóñòü x0, x1, . . . , xn � ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ÷èñëà. Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåíû

fk(x) =

∏
0≤i≤n

i 6=k
(x− xi)∏

0≤i≤n

i 6=k
(xk − xi)

.

Íàéäèòå ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà fk.
(h) Íàéäèòå çíà÷åíèå ìíîãî÷ëåíà fk â òî÷êàõ x0, . . . , xn.
(i) Ïóñòü y0, . . . , yn � åù¼ îäèí íàáîð ÷èñåë. Íàéäèòå çíà÷åíèå ìíîãî÷ëåíà

n∑
k=0

ykfk

â òî÷êàõ x0, . . . , xn.
(j) Ïîñòðîéòå ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ìíîãî÷ëåíîâ fk òàêóþ, ÷òî f(xi) = ci, ãäå ci �

íåêîòîðûé äàííûé íàáîð ÷èñåë. Ïîëó÷åííàÿ ôîðìóëà íàçûâàåòñÿ èíòåðïîëÿ-

öèîííûì ìíîãî÷ëåíîì Ëàãðàíæà.
(k) Ïîñòðîéòå ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè íå âûøå òð¼õ, òàêîé, ÷òî f(−1) = 2, f(0) = 3,

f(1) = 2, f(2) = 4.
(l) Äîêàæèòå, ÷òî ìíîãî÷ëåíû f0, . . . , fn îáðàçóþò áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå ìíîãî÷ëå-

íîâ ñòåïåíè íå âûøå n.

Óêàçàíèå. Ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n èìååò íå áîëåå ÷åì n êîðíåé. Åñëè ó äâóõ ìíî-
ãî÷ëåíîâ ñòåïåíè n ñîâïàäàþò çíà÷åíèÿ â (n + 1) òî÷êå, çíà÷èò, èõ ðàçíîñòü
îáðàùàåòñÿ â n+ 1 òî÷êå â íîëü.
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