
Ëèñòîê D1: Êâàòåðíèîíû è òåîðåìà Ôðîáåíèóñà

Ñðîê ñäà÷è: 28 ìàðòà 2013 ã.

Îïðåäåëåíèå D1.1. Àëãåáðà A�ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì k ñ óìíîæåíèåì x·y =
z ∈ A. Ïðè ýòîì ñëîæåíèå ñâÿçàíî ñ óìíîæåíèåì çàêîíîì äèñòðèáóòèâíîñòè ((x+ y) · z =
x · z + x · x, x · (y + z) = x · y + x · z) è α(x · y) = (αx) · y = x · (αy).

D1 � 1. Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿþòñÿ àëãåáðàìè:

(1) ïîëå R íàä R;
(2) ïîëå C íàä R;
(3) ìíîæåñòâî ìíîãî÷ëåíîâ;
(4) ìíîæåñòâî êâàäðàòíûõ ìàòðèö ïîðÿäêà n ñ îïåðàöèåé ìàòðè÷íîãî óìíîæåíèÿ;
(5) ìíîæåñòâî âåðõíåòðåóãîëüíûõ ìàòðèö ïîðÿäêà n ñ îïåðàöèåé ìàòðè÷íîãî óìíîæå-

íèÿ;
(6) ìíîæåñòâî íèæíåòðåóãîëüíûõ ìàòðèö ïîðÿäêà n ñ îïåðàöèåé ìàòðè÷íîãî óìíîæå-

íèÿ;
(7) ëþáîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ëþáûì ïîëåì k ñ íóëåâûì óìíîæåíèåì (x ·y = 0

äëÿ âñåõ x, y) (òàê íàçûâàåìàÿ íóëåâàÿ àëãåáðà).

Îïðåäåëåíèå D1.2. ÀëãåáðàA íàçûâàåòñÿ àëãåáðîé ñ åäèíèöåé, åñëè ñóùåñòâóåò ýëåìåíò
1 ∈ A, òàêîé ÷òî 1 · x = x · 1 = x äëÿ ëþáîãî x ∈ A.

D1 � 2. Äîêàæèòå, ÷òî àëãåáðû (1)�(6) èç çàäà÷è 1 ÿâëÿþòñÿ àëãåáðàìè ñ åäèíèöåé.

Îïðåäåëåíèå D1.3. Àëãåáðà A íàçûâàåòñÿ àññîöèàòèâíîé, åñëè (x · y) · z = x · (y · z) äëÿ
ëþáûõ x, y, z ∈ A.

D1 � 3. Äîêàæèòå, ÷òî âñå àëãåáðû èç çàäà÷è 1 ÿâëÿþòñÿ àññîöèàòèâíûìè.

Îïðåäåëåíèå D1.4. Èçîìîðôèçìîì àëãåáð A1 è A2 íàä ïîëåì k íàçûâàåòñÿ áèåêòèâíîå
îòîáðàæåíèå ϕ : A1 → A2, òàêîå ÷òî

• ϕ(x+ y) = ϕ(x) + ϕ(y);
• ϕ(αx) = αϕ(x);
• ϕ(x · y) = ϕ(x) · ϕ(y).

D1 � 4. Äîêàæèòå, ÷òî àëãåáðû âåðõíåòðåóãîëüíûõ ìàòðèö ïîðÿäêà n è íèæíåòðåóãîëü-
íûõ ìàòðèö ïîðÿäêà n èçîìîðôíû.

Îïðåäåëåíèå D1.5. Àëãåáðîé êâàòåðíèîíîâ H íàçûâàåòñÿ àëãåáðà ðàçìåðíîñòè 4 íàä
R ñ óìíîæåíèåì, çàäàííûì â áàçèñå, êîòîðûé îáîçíà÷àåòñÿ êàê (1, i, j, k), ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

• 1 · x = x · 1 = x (1� åäèíèöà, à çíà÷èò H� àëãåáðà ñ åäèíèöåé);
• i2 = j2 = k2 = −1 (i, j, k�ìíèìûå åäèíèöû);
• i · j = −j · i, i · k = −k · i, j · k = −k · j (i, j, k àíòèêîììóòèðóþò);
• i · j = k, j · k = i, k · i = j.

Ïðè ýòîì óìíîæåíèå íà âñåì H çàäàåòñÿ ïî ñâîéñòâàì äèñòðèáóòèâíîñòè è âûíåñåíèþ
÷èñåë.

D1 � 5. Äîêàæèòå, ÷òî àëãåáðà êâàòåðíèîíîâ àññîöèàòèâíà.
D1 � 6. Íàéäèòå ñëåäóþùèå ïðîèçâåäåíèÿ:

(1) (1+ 2i+ 3j + 4k) · (1+ i+ j + k);
(2) (α1+ βi+ γj + δk) · (α1− βi− γj − δk).
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D1 � 7. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè α2+β2+γ2+ δ2 6= 0, òî äëÿ êâàòåðíèîíà q = α1+βi+γj+ δk
íàéäåòñÿ îáðàòíûé, òî åñòü òàêîé êâàòåðíèîí r, ÷òî q · r = r · q = 1. ×åìó ðàâåí ýòî
îáðàòíûé êâàòåðíèîí?

Îïðåäåëåíèå D1.6. Àëãåáðà, â êîòîðîé óðàâíåíèÿ a·x = b è x·a = b èìåþò åäèíñòâåííûå
ðåøåíèÿ ïðè ëþáûõ a 6= 0 è b íàçûâàåòñÿ àëãåáðîé ñ äåëåíèåì.

D1 � 8. Êàêèå èç àëãåáð, ïðèâåäåííûõ â çàäà÷å 1 ÿâëÿþòñÿ àëãåáðàìè ñ äåëåíèåì? ßâëÿ-
åòñÿ ëè àëãåáðà êâàòåðíèîíîâ àëãåáðîé ñ äåëåíèåì?

D1 � 9. Äîêàæèòå, ÷òî àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé ñ äåëåíèåì òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà â íåé åñòü åäèíèöà 1 6= 0, è ëþáîé ýëåìåíò a 6= 0 èìååò îáðàòíûé.
Óêàçàíèå: Ðàññìîòðèòå óðàâíåíèÿ a · x = a è x · a = a.

Îïðåäåëåíèå D1.7. Ýëåìåíòû a è b àëãåáðû A íàçûâàþòñÿ äåëèòåëÿìè íóëÿ, åñëè a 6= 0,
b 6= 0, íî a · b = 0.

D1 � 10. Íàéäèòå äåëèòåëè íóëÿ (èëè äîêàæèòå, ÷òî èõ íå ñóùåñòâóåò) äëÿ êàæäîé àë-
ãåáðû èç çàäà÷è 1 è äëÿ àëãåáðû êâàòåðíèîíîâ.

D1 � 11. Ïóñòü A� àëãåáðà, a ∈ A, a 6= 0. Ðàññìîòðèòå îòîáðàæåíèå La : A → A, òàêîå
÷òî La(x) = a · x. Äîêàæèòå, ÷òî

(1) La �ëèíåéíûé îïåðàòîð;
(2) åñëè àëãåáðà A ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé ñ äåëåíèåì, òî ImLa = A;
(3) åñëè àëãåáðà A íå èìååò äåëèòåëåé íóëÿ, òî KerLa = {0}.

D1 � 12. Äîêàæèòå, ÷òî êîíå÷íîìåðíàÿ àëãåáðà ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé ñ äåëåíèåì òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà íå èìååò äåëèòåëåé íóëÿ.

Îïðåäåëåíèå D1.8. Ãîâîðÿò, ÷òî ìíîãî÷ëåí p(t) 6≡ 0 àííóëèðóåò ýëåìåíò a àññîöèàòèâ-
íîé àëãåáðû ñ åäèíèöåé A, åñëè p(a) = 0 (çäåñü ìíîãî÷ëåí p(t) = α0 + α1t+ . . .+ αnt

n, ãäå
α0, α1, . . . , αn ∈ k (ïîëþ, ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì íàä êîòîðûì ÿâëÿåòñÿ àëãåáðà A) è
p(a) = α01+ α1a+ . . .+ αna

n ∈ A).

D1 � 13. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà êîíå÷íîìåðíîé àññîöèàòèâíîé àëãåáðû ñ
åäèíèöåé A ñóùåñòâóåò àííóëèðóþùèé ìíîãî÷ëåí.
Óêàçàíèå: Äîêàæèòå, ÷òî åñëè dimA = n, òî ýëåìåíòû 1, a, a2, . . . , an ëèíåéíî çàâèñèìû.

Îïðåäåëåíèå D1.9. Ìíîãî÷ëåí pa(t) íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíûì ìíîãî÷ëåíîì ýëåìåíòà a
àññîöèàòèâíîé àëãåáðû ñ åäèíèöåé A, åñëè ýòî àííóëèðóþùèé ìíîãî÷ëåí íàèìåíüøåé
âîçìîæíîé ñòåïåíè.

D1 � 14. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà êîíå÷íîìåðíîé àññîöèàòèâíîé àëãåáðû ñ
åäèíèöåé A ñóùåñòâóåò ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí pa(t).

D1 � 15. Äîêàæèòå, ÷òî ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ëþáîãî ýëåìåíòà a àëãåáðû áåç äåëèòå-
ëåé íóëÿ (åñëè ñóùåñòâóåò) ÿâëÿåòñÿ íåïðèâîäèìûì (ò. å. íå ðàçëàãàåòñÿ íà ìíîæèòåëè).

D1 � 16. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ëþáîãî ýëåìåíòà àññîöèàòèâíîé
àëãåáðû A ñ åäèíèöåé íàä k ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì, òî A èçîìîðôíà k.

D1 � 17. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ êîíå÷íîìåðíàÿ àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà ñ äåëåíèåì íàä C
èçîìîðôíà C.
Óêàçàíèå: Ðàññìîòðèòå ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ëþáîãî ýëåìåíòà a.

D1 � 18. Ïóñòü A� àëãåáðà íàä ïîëåì k, à K � áîëåå øèðîêîå ïîëå, ïðè÷åì k ⊂ K ⊂ A.
Äîêàæèòå, ÷òî åñëè a · α = α · a äëÿ ëþáûõ a ∈ A è α ∈ K, òî A ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì
ïðîñòðàíñòâîì íàä K (è, ñîîòâåòñòâåííî, àëãåáðîé íàä K).
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D1 � 19. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà A ñ åäèíèöåé íàä R íå èçîìîðôíà
R, òî íàéäåòñÿ ýëåìåíò a ∈ A, ÷åé ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí èìååò ñòåïåíü 2 ñ îòðèöàòåëü-
íûì äèñêðèìèíàíòîì. Âîçüìèòå ýòîò ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí è ñ åãî ïîìîùüþ ïîñòðîéòå
òàêîé ýëåìåíò i, ÷òî i2 = −1.
D1 � 20. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ êîíå÷íîìåðíàÿ êîììóòàòèâíàÿ àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà ñ
äåëåíèåì íàä R èçîìîðôíà ëèáî R, ëèáî C.
Óêàçàíèå: Âîñïîëüçóéòåñü çàäà÷àìè 17, 18, è 19.

Â çàäà÷àõ 21�25 A�êîíå÷íîìåðíàÿ àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà ñ äåëåíèåì íàä R, íå èçî-
ìîðôíàÿ íè R, íè C.
D1 � 21. Àíàëîãè÷íî çàäà÷å 18 ïîñòðîéòå ýëåìåíò i ∈ A, òàêîé ÷òî i2 = −1 è äîêàæèòå,
÷òî A ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì íàä C (íî íå àëãåáðîé, òàê êàê âûïîëíåíèå
óñëîâèÿ a · α = α · a äëÿ âñåõ a ∈ A è α ∈ C íå ãàðàíòèðóåòñÿ).
Óêàçàíèå: Óìíîæàòü íà ýëåìåíòû èç C ñëåäóåò òîëüêî ñëåâà.

D1 � 22. Ðàññìîòðèòå îòîáðàæåíèå Ri : A→ A, òàêîå ÷òî Ri(x) = x · i (çäåñü i� ýëåìåíò,
ïîñòðîåííûé â çàäà÷å 21). Äîêàæèòå, ÷òî Ri �ëèíåéíûé îïåðàòîð â A êàê â ëèíåéíîì
ïðîñòðàíñòâå íàä C.
D1 � 23. Ïðîâåðüòå, ÷òî îïåðàòîð R2

i = −I, ãäå I � òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð. Äîêàæèòå,
÷òî A ðàñïàäàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó ïîäïðîñòðàíñòâ Ai è A−i, ãäå Ai = {x ∈ A : Rix = ix}
è A−i = {x ∈ A : Rix = −ix}.
D1 � 24. Äîêàæèòå, ÷òî ðàçìåðíîñòè ïîäïðîñòðàíñòâ Ai è A−i íàä C ðàâíû 1. ×åìó ðàâíà
ðàçìåðíîñòü ïîäïðîñòðàíñòâ Ai, A−i è A íàä R?
Óêàçàíèå: Ýëåìåíòû Ai êîììóòèðóþò ñ i, òàê ÷òî ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ðåçóëüòàòîì
çàäà÷è 18. Äëÿ A−i ñíà÷àëà äîêàæèòå, ÷òî åñëè a, b ∈ A−i, òî a · b ∈ Ai.

D1 � 25. Íàéäèòå â ïîäïðîñòðàíñòâå A−i ýëåìåíò j, òàêîé ÷òî j
2 = −1, îáîçíà÷üòå k = i ·j

è äîêàæèòå, ÷òî (1, i, j, k)� áàçèñ â A. Ïðîâåðüòå, ÷òî ýëåìåíòû 1, i, j, k ïåðåìíîæàþòñÿ
êàê êâàòåðíèîíû.

D1 � 26 (òåîðåìà Ôðîáåíèóñà). Äîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ êîíå÷íîìåðíàÿ àññîöèàòèâíàÿ
àëãåáðà ñ äåëåíèåì íàä R èçîìîðôíà ëèáî R, ëèáî C, ëèáî H.


