
Ëèñòîê A5. Ôóíêöèè îò ìàòðèö: íå òîëüêî

íåâûðîæäåííûå ìàòðèöû, íå òîëüêî ìíîãî÷ëåí

Ëèíåéíàÿ àëãåáðà, Ñðîê ñäà÷è: 31 ìàÿ 2013 ã.

Çàìå÷àíèå 1. Â ýòîì ëèñòî÷êå ìû ðàññìàòðèâàåì ìàòðèöû íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ
÷èñåë è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, õîòÿ óñëîâèÿ çàäà÷ âåçäå âåùå-
ñòâåííûå. Ñëåäèòå çà òåì, ÷òîáû â çàäà÷àõ ñ âåùåñòâåííûìè óñëîâèÿìè ïîëó-
÷àëèñü âåùåñòâåííûå îòâåòû, íå çàáûâàéòå ïðî ôîðìóëó Ýéëåðà. Èñïîëüçîâàíèå
êîìïüþòåðà äëÿ ïîäñ÷¼òîâ â ýòîì íàáîðå çàäà÷ íå êàæåòñÿ íàì âðåäíûì.

1. Êðàòíûå óçëû èíòåðïîëèðîâàíèÿ

Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü f(x)�ìíîãî÷ëåí è f(x0) = 0, f ′(x0) = 0, . . . , f (k)(x0) = 0,
f (k+1)(x0) 6= 0, ò.å. çíà÷åíèå ìíîãî÷ëåíà â òî÷êå x0 è ïåðâûå k ïðîèçâîäíûõ ðàâíû
íóëþ, ïðè ýòîì (k + 1)-ÿ ïðîèçâîäíàÿ íóëþ íå ðàâíà. ×èñëî k + 1 íàçûâàåòñÿ
êðàòíîñòüþ êîðíÿ x0 äëÿ ìíîãî÷ëåíà f(x).

A5�1 Íàéäèòå êðàòíîñòè âñåõ êîðíåé ñëåäóþùèõ ìíîãî÷ëåíîâ:
à) x2 − 5x+ 6;
á) (x− 3)7;
â) (x− 6)3(x+ 3)4x3.

Îïðåäåëåíèå 3. Èíòåðïîëÿöèîííûì ìíîãî÷ëåíîì Ëàãðàíæà ôóíêöèè f(x) ñ óçëàìè
èíòåðïîëèðîâàíèÿ λ1, . . . , λn êðàòíîñòåé k1, . . . , kn íàçûâàåòñÿ ìíîãî÷ëåí L ñòåïåíè
k1 + . . . + kn − 1 òàêîé, ÷òî ∀i (1 6 i 6 n) : L(λi) = f(λi); äëÿ i, òàêèõ, ÷òî ki > 1,
L(m)(λi) = f (m)(λi) äëÿ âñåõ m òàêèõ, ÷òî 1 6 m 6 ki − 1.

A5�2 à) Íàéòè èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí ñ óçëàìè èíòåðïîëèðîâàíèÿ â òî÷êàõ
λ1 = 1 è λ2 = 3 êðàòíîñòåé 2 è 1 ñîîòâåòñòâåííî äëÿ ôóíêöèè f(x) = x5.
á) Íàéòè èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí ñ óçëîì èíòåðïîëèðîâàíèÿ â òî÷êå λ1 = 0
êðàòíîñòè n äëÿ ôóíêöèè f(x). Óêàçàíèå. Èñïîëüçóéòå ôîðìóëó Òåéëîðà.

â) Íàéòè èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí ñ óçëîì èíòåðïîëèðîâàíèÿ â òî÷êå λ êðàò-
íîñòè n äëÿ ôóíêöèè f(x). Óêàçàíèå. Èñïîëüçóéòå ôîðìóëó Òåéëîðà.

A5�3 Ïóñòü ìíîãî÷ëåí χ(x) èìååò n ðàçëè÷íûõ êîðíåé λ1, . . . , λn êðàòíîñòåé k1, . . . , kn.
Ïóñòü P (x)�íåêîòîðûé ìíîãî÷ëåí, R(x)� îñòàòîê îò îòäåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà P (x)
íà χ(x). Ïóñòü L(x)�èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí äëÿ ôóíêöèè P (x) ñ óçëàìè
èíòåðïîëèðîâàíèÿ â òî÷êàõ λ1, . . . , λn êðàòíîñòåé k1, . . . , kn. Äîêàçàòü, ÷òî L(x) =
R(x).

A5�4 Ïóñòü ìíîãî÷ëåí χ(x) îáíóëÿåò îïåðàòîð A, äåéñòâóþùèé â êîíå÷íîìåðíîì
ïðîñòðàíñòâå M , A : M → M , χ(A)L = 0. Ïóñòü χ(x) èìååò n ðàçëè÷íûõ êîð-
íåé λ1, . . . , λn êðàòíîñòåé k1, . . . , kn. Ïóñòü L(x)�èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí
äëÿ ôóíêöèè P (x) ñ óçëàìè èíòåðïîëèðîâàíèÿ â òî÷êàõ λ1, . . . , λn êðàòíîñòåé
k1, . . . , kn. Äîêàçàòü, ÷òî L(A) = P (A).

A5�5 Ïóñòü õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí χ(x) ìàòðèöû A èìååò n ðàçëè÷íûõ êîð-
íåé λ1, . . . , λn êðàòíîñòåé k1, . . . , kn. Ïóñòü P (x)�íåêîòîðûé ìíîãî÷ëåí, R(x)�
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îñòàòîê îò îòäåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà P (x) íà χ(x). Ïóñòü L(x)�èíòåðïîëÿöèîííûé
ìíîãî÷ëåí äëÿ ôóíêöèè P (x) ñ óçëàìè èíòåðïîëèðîâàíèÿ â òî÷êàõ λ1, . . . , λn êðàò-
íîñòåé k1, . . . , kn. Äîêàçàòü, ÷òî L(A) = P (A).

Çàìå÷àíèå 4. Ìû ñâåëè çàäà÷ó î íàõîæäåíèè ìíîãî÷ëåíà îò ìàòðèöû ê çàäà÷å î
íàõîæäåíèè èíòåðïîëÿöèîííîãî ìíîãî÷ëåíà Ëàãðàíæà. Çàìåòèì, ÷òî òåì ñàìûì
ìû èçáàâëåíû îò íåîáõîäèìîñòè èñêàòü ÆÍÔ è æîðäàíîâ áàçèñ ìàòðèöû, òîëüêî
êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà.

A5�6 Èñïîëüçóÿ ñîîòâåòñòâóþùèé èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí, íàéäèòå An äëÿ ìàò-
ðèö

à)

−4 8 −1
−5 9 −1
−4 6 1

; á)

0 −2 1
1 2 0
1 1 1

.
A5�7 Ïóñòü õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí χ(x) (ñì. îïðåäåëåíèå 7 èç ëèñòêà A4)

ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ

am = c1am−1 + . . .+ ck−1am−k+1 + ckam−k

èìååò n ðàçëè÷íûõ êîðíåé λ1, . . . , λn êðàòíîñòåé k1, . . . , kn. Ïóñòü Lm−1(x)�èí-
òåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí äëÿ ôóíêöèè xm ñ óçëàìè èíòåðïîëèðîâàíèÿ â òî÷êàõ
λ1, . . . , λn êðàòíîñòåé k1, . . . , kn. Äîêàæèòå, ÷òî

am = Ω(Tm−1({an})) = Ω(Lm−1(T )({an})),

ãäå T � îïåðàòîð ñäâèãà (ñì. îïðåäåëåíèå 3 èç ëèñòêà A3), à Ω�ëèíåéíûé ôóíê-
öèîíàë èç îïðåäåëåíèÿ 8 èç ëèñòêà A4.

A5�8 Èñïîëüçóÿ ñîîòâåòñòâóþùèé èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí, íàéäèòå ôîðìóëó
äëÿ n-íîãî ÷ëåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, çàäàííîé óñëîâèÿìè:
à) an = 4an−1 − 4an−2, a1 = 1, a2 = 2;
á) an = 6an−1 − 12an−2 + 8an−3, a1 = 1, a2 = 2, a3 = 10;
â) an = 7an−1 − 16an−2 + 12an−3, a1 = 1, a2 = 1, a3 = 1.

2. Ýêñïîíåíòà îò ìàòðèöû

Â êóðñå ëèíåéíîé àëãåáðû ìû óæå ñòàëêèâàëèñü ñ ìíîãî÷ëåíàìè îò ìàòðèö. Â
ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ ìàòåìàòèêè âñòðå÷àþòñÿ è äðóãèå, áîëåå ñëîæíûå ôóíêöèè.
Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå f ′(x) = af(x), ãäå a�íåêîòîðûé ïà-
ðàìåòð. Ìû çíàåì, ÷òî ðåøåíèåì òàêîãî óðàâíåíèÿ áóäóò ôóíêöèè âèäà f(x) =
ceax, ãäå c�ëþáàÿ êîíñòàíòà, êîòîðóþ íàçûâàþò íà÷àëüíûì óñëîâèåì, ò.ê. f(0) =
cea·0 = c. Òî åñòü, â ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ âõîäèò ôóíêöèÿ eax. Ðàññìîòðèì
òåïåðü àíàëîãè÷íîå óðàâíåíèå â âåêòîðíîì âèäå. Ïóñòü f1(x), . . . , fn(x)�íàáîð
íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé, êîòîðûå ìû õîòèì íàéòè, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñîîòíîøåíèþf ′1(x)

...
f ′n(x)

 = A

f1(x)
...

fn(x)

 ,
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ãäå A� çàäàííàÿ ìàòðèöà, íå çàâèñÿùàÿ îò x. ×òîáû àíàëîãèÿ áûëà áîëåå áëèç-

êîé, ââåä¼ì ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå: ïóñòü F (x) =

f1(x)
...

fn(x)

� âåêòîð-ôóíêöèÿ

(âåêòîð-ñòîëáåö, êàæäûé ýëåìåíò êîòîðîãî ôóíêöèÿ). Áóäåì íàçûâàòü ïðîèçâîä-

íîé ýòîé âåêòîð-ôóíêöèè âåêòîð-ôóíêöèþ F ′(x) =

f ′1(x)
...

f ′n(x)

. Òîãäà äèôôåðåí-

öèàëüíîå óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä F ′(x) = AF (x). Ðåøåíèåì ýòîãî óðàâíåíèÿ â
âåêòîðíîì âèäå ñíîâà îêàæåòñÿ âåêòîð ôóíêöèÿ F (x) = eAxc, ãäå c� âåêòîð íà-
÷àëüíûõ óñëîâèé, eAx � ýêñïîíåíòà ìàòðèöû Ax.

Îïðåäåëåíèå 5. Ýêñïîíåíòîé eA ìàòðèöû A ìû áóäåì íàçûâàòü ìàòðèöó

eA = E +
1

1!
A+

1

2!
A2 + . . .+

1

n!
An + . . .

Ïîÿñíåíèå. Â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà ñòîèò áåñêîíå÷íàÿ ìàòðè÷íàÿ ñóììà.

Ðàçóìååòñÿ, ýòà ñóììà ïîäðàçóìåâàåò ïðåäåëüíûé ïåðåõîä, è ñóùåñòâîâàíèå òà-

êîãî ïðåäåëà òðåáóåò äîêàçàòåëüñòâ. Â ýòîì ëèñòî÷êå ìû íå áóäåì çàòðàãèâàòü

âîïðîñû ñõîäèìîñòè, ïðîñòî áóäåì îïèðàòüñÿ íà ôàêò, ÷òî òàêîé ðÿä ñõîäèò-

ñÿ. Ñòîÿùèé â çíàìåíàòåëå n! äåëàåò ôàêò ñõîäèìîñòè âïîëíå ïðàâäîïîäîáíûì.

Âàæíî, ÷òî äëÿ äàííîãî îïðåäåëåíèÿ âûïîëíÿþòñÿ îñíîâíûå ñâîéñòâà ýêñïîíåí-

òû, ñêàæåì eA+B = eAeB. Èç ýòîãî ñëåäóåò, íàïðèìåð, ÷òî ìàòðèöû eA è eB

êîììóòèðóþò. Çàìåòèì, ÷òî èñïîëüçóÿ ðÿä Òåéëîðà, ìû ìîæåì îïðåäåëèòü è

äðóãèå ôóíêöèè îò ìàòðèö.

A5�9 Íàéäèòå ýêñïîíåíòû ñëåäóþùèõ ìàòðèö, ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì:

à)

(
0 0
0 0

)
; á)

(
1 0
0 1

)
; â)

(
0 1
0 0

)
; ã)

0 1 0
0 0 1
0 0 0

; ä)

1 0 0
0 2 0
0 0 3

; å)

(
0 1
−1 0

)
;

æ)


λ1 0 . . . 0
0 λ1 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . λn

�äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà;

ç)


0 1 . . . 0 0
0 0 . . . 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 . . . 0 1
0 0 . . . 0 0

�íèëüïîòåíòíàÿ æîðäàíîâà êëåòêà;

è)


λ 1 . . . 0 0
0 λ . . . 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 . . . λ 1
0 0 . . . 0 λ

�æîðäàíîâà êëåòêà.
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A5�10 Ïóñòü ìàòðèöû A è B ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì A = CBC−1, ãäå C - íåêîòîðàÿ
íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà. Äîêàæèòå, ÷òî eA = eCBC−1

= CeBC−1

Ïðèìå÷àíèå. Â îïðåäåëåíèè ìû ãîâîðèì îá ýêñïîíåíòå ìàòðèöû, íî âûðàæå-

íèå ñïðàâà îñìûñëåííî äëÿ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà: ìû ðàññìàòðèâàåì íåêîòîðóþ

áåñêîíå÷íóþ ñóììó ñòåïåíåé ýòîãî îïåðàòîðà. Ýòà çàäà÷à ïîêàçûâàåò, ÷òî îïðå-

äåëåíèå ýêñïîíåíòû îïåðàòîðà êîððåêòíî: ìû ìîæåì áðàòü ìàòðèöó îïåðàòîðà

â ðàçíûõ áàçèñàõ, âû÷èñëÿòü èõ ýêñïîíåíòó, ïîëó÷åííûå ìàòðèöû áóäóò ìàò-

ðèöåé îäíîãî è òîãî æå îïåðàòîðà â ñîîòâåòñòâóþùèõ áàçèñàõ.

Óêàçàíèå. Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òîãî, ÷òî õàðàêòåðè-

ñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí îïåðàòîðà íå çàâèñèò îò áàçèñà, â êîòîðîì ìû åãî çàïèñà-

ëè.

A5�11 Äëÿ êàæäîé ìàòðèöû íàéäèòå áàçèñ, â êîòîðîì îíà èìååò æîðäàíîâ âèä. Èñ-
ïîëüçóÿ ðåçóëüòàò çàäà÷è 2, íàéäèòå ýêñïîíåíòó ìàòðèöû.

à)

(
2 3
1 4

)
; á)

(
−4 2
−7 5

)
; â)

(
2 0
1 2

)
; ã)

 2 2 −2
−3 −8 7
−4 −12 10

.
Ðàñcìîòðèì ìíîãî÷ëåí

Mn(x) = 1 +
1

1!
x+

1

2!
x2 + . . .+

1

n!
xn.

Áóäåì èñïîëüçîâàòü åãî â êà÷åñòâå ìíîãî÷ëåíà P (x) èç ëèñòî÷êà À4. Êàêîé áû ìû
íè âçÿëè ìíîãî÷ëåí χ(x), óòâåðæäåíèå çàäà÷è A4.3 áóäåò âûïîëíÿòüñÿ. Óñòðåìëÿÿ
n ê áåñêîíå÷íîñòè è äåëàÿ ïðåäåëüíûé ïåðåõîä, ìû ïîëó÷àåì

Óòâåðæäåíèå 1. Ïóñòü L(x)�èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí äëÿ ôóíêöèè ex c
óçëàìè èíòåðïîëèðîâàíèÿ â êîðíÿõ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà ìàòðèöû A,
êðàòíîñòü óçëà â êàæäîì êîðíå ñîâïàäàåò ñ êðàòíîñòüþ êîðíÿ. Òîãäà äëÿ ìàòðèöû
A âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

eA = L(A).

A5�12 Íàéäèòå eAt, ãäå A =

 6 −2 2
−2 5 0
2 0 7

 ñëåäóþùèì ñïîñîáîì:

à) Íàéäèòå õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí χ(x) ìàòðèöû A, åãî êîðíè λ1, λ2 è λ3.
á) Íàéäèòå çíà÷åíèÿ èíòåðåñóþùåé íàñ ôóíêöèè f(x) = ext â òî÷êàõ λ1, λ2 è λ3.
Ïåðåìåííóþ t âîñïðèíèìàéòå êàê ïàðàìåòð.
â) Íàéäèòå ìíîãî÷ëåí âòîðîé ñòåïåíè R(x), ïðèíèìàþùèé òàêèå æå çíà÷åíèÿ â
òî÷êàõ λ1, λ2 è λ3.
ã) Ïîëîæèòå eAt = R(A).
ä) Íàéäèòå eAt îáû÷íûì ñïîñîáîì, ïðîâåðüòå, ÷òî îòâåòû ñîâïàäàþò.

A5�13 Íàéäèòå eAt, ãäå A =

0 −2 1
1 2 0
1 1 1

 ñëåäóþùèì ñïîñîáîì:

à) Íàéäèòå õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí χ(x) ìàòðèöû A, åãî êîðíè, èõ êðàò-
íîñòè.



5

á) Íàéäèòå çíà÷åíèÿ èíòåðåñóþùåé íàñ ôóíêöèè f(x) = ext è ñòîëüêî å¼ ïðîèç-
âîäíûõ, ñêîëüêî íóæíî â êîðíÿõ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà. Ïåðåìåííóþ t
âîñïðèíèìàéòå êàê ïàðàìåòð.
â) Íàéäèòå ìíîãî÷ëåí âòîðîé ñòåïåíè R(x), ó êîòîðîãî âñå íàéäåííûå â ïðåäûäó-
ùåì ïóíêòå çíà÷åíèÿ ñîâïàäàþò ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè çíà÷åíèÿìè f(x) = ext.
ã) Ïîëîæèòå eAt = R(A).
ä) Íàéäèòå eAt îáû÷íûì ñïîñîáîì, ïðîâåðüòå, ÷òî îòâåòû ñîâïàäàþò.

3. Ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè

Ïðè ïîìîùè èíòåðïîëÿöèîííîãî ìíîãî÷ëåíà Ëàãðàíæà ìîæíî èñêàòü íå òîëüêî
öåëûå ôóíêöèè (âñþäó äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè, ÿâëÿþùèåñÿ ñóììîé ñâîåãî
ðÿäà Òåéëîðà ñ öåíòðîì â íóëå), íî è ôóíêöèè ñ îîñîáåííîñòÿìè, ñêàæåì, ðàöèî-
íàëüíûå ôóíêöèè. Íàïðèìåð, âåðíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíè.

Óòâåðæäåíèå 2. Ïóñòü ìíîãî÷ëåí P (x) âçàèìíî ïðîñò ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì
ìíîãî÷ëåíîì χ(x) ìàòðèöû A. Ïóñòü L(x)�èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí ôóíê-

öèè
1

P (x)
ñ óçëàìè â êîðíÿõ ìíîãî÷ëåíà χ(x), êðàòíîñòü êàæäîãî óçëà ðàâíà êðàò-

íîñòè ñîîòâåòñòâóþùåãî êîðíÿ χ(x). Òîãäà (P (A))−1 = L(A).

A5�14* à) Ïóñòü P (x) è χ(x)� âçàèìíî ïðîñòûå ìíîãî÷ëåíû. Äîêàæèòå, ÷òî íàé-

äóòñÿ òàêèå ìíîãî÷ëåíû P̂ (x) è χ̂(x), ÷òî P (x)P̂ (x) + χ(x)χ̂(x) ≡ 1. Óêàçàíèå.
Èñïîëüçóéòå àëãîðèòì Åâêëèäà.

á) Ïóñòü χ(x)� õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöû A. Ïóñòü P (x)�íåêîòî-
ðûé ìíîãî÷ëåí, âçàèìíî ïðîñòîé ñ χ(x). Ïóñòü L(x)�èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî-

÷ëåí ôóíêöèè
1

P (x)
ñ óçëàìè â êîðíÿõ ìíîãî÷ëåíà χ(x), êðàòíîñòü êàæäîãî óçëà

ðàâíà êðàòíîñòè ñîîòâåòñòâóþùåãî êîðíÿ χ(x). Äîêàæèòå, ÷òî P̂ (A) = L(A).
â) Äîêàæèòå óòâåðæäåíèå 2.

Çàìå÷àíèå 6. Ðàçóìååòñÿ, äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè îáðàòíóþ ìàòðèöó, íå íóæíî çíàòü
íè õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöû, íè åãî êîðíè, ýòî áîëåå ïðîñòàÿ çàäà-
÷à.

A5�15 Íàéäèòå îáðàòíóþ ìàòðèöó ê ìàòðèöå A =

−4 8 −1
−5 9 −1
−4 6 1

 ñëåäóþùèì ñïîñî-

áîì:
à) Íàéäèòå õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöû A, åãî êîðíè, èõ êðàòíîñòè.

á) Íàéäèòå èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí ôóíêöèè
1

x
ñ óçëàìè ñîîòâåòñòâóþùåé

êðàòíîñòè â êîðíÿõ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà ìàòðèöû A.
â) Íàéäèòå A−1.


