
Ëèñòîê A4. Èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí è ìíîãî÷ëåí

îò ëèíåéíîãî îïåðàòîðà

Ëèíåéíàÿ àëãåáðà, Ñðîê ñäà÷è: 31 ìàÿ 2013 ã.

Çàìå÷àíèå 1. Â ýòîì ëèñòî÷êå ìû ðàññìàòðèâàåì ìàòðèöû íàä ïîëåì êîìïëåêñ-
íûõ ÷èñåë è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, õîòÿ óñëîâèå çàäà÷ âåçäå
âåùåñòâåííîå. Ñëåäèòå çà òåì, ÷òîáû â çàäà÷å ñ âåùåñòâåííûì óñëîâèåì ïîëó-
÷àëñÿ âåùåñòâåííûé îòâåò, íå çàáûâàéòå ïðî ôîðìóëó Ýéëåðà. Èñïîëüçîâàíèå
êîìïüþòåðà äëÿ ïîäñ÷¼òîâ â ýòîì íàáîðå çàäà÷ íå êàæåòñÿ íàì âðåäíûì.

A4�1 Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ ìíîãî÷ëåíîâ P (x) è χ(x), ãäå χ(x) 6≡ 0 íå ðàâåí
òîæäåñòâåííî íóëþ, ñóùåñòâóþò è åäèíñòâåííû ìíîãî÷ëåíû Q(x) è R(x), òàêèå,
÷òî P (x) = Q(x)χ(x) +R(x) è degR(x) < degχ(x). Ìíîãî÷ëåí Q(x) íàçûâàåòñÿ
íåïîëíûì ÷àñòíûì, à R(x)� îñòàòêîì îò äåëåíèÿ P (x) íà χ(x).

Îïðåäåëåíèå 2. Èíòåðïîëÿöèîííûì ìíîãî÷ëåíîì Ëàãðàíæà ôóíêöèè f(x) ñ ïðî-
ñòûìè óçëàìè èíòåðïîëèðîâàíèÿ λ1, . . . , λn, ãäå âñå λi ðàçëè÷íû, íàçûâàåòñÿ
ìíîãî÷ëåí L ñòåïåíè íå âûøå (n− 1) òàêîé, ÷òî

∀i (1 6 i 6 n) : L(λi) = f(λi).

A4�2 Äîêàæèòå, ÷òî λ�ïðîñòîé (êîðåíü êðàòíîñòè 1) êîðåíü ìíîãî÷ëåíà f(x),
åñëè è òîëüêî åñëè f(λ) = 0, à f ′(λ) 6= 0

A4�3 Ïóñòü ìíîãî÷ëåí χ(x) ñòåïåíè n èìååò n ðàçëè÷íûõ êîðíåé λ1, . . . , λn, ò.å.
χ(λi) = 0 äëÿ âñåõ i îò 1 äî n. Ïóñòü P (x)�íåêîòîðûé ìíîãî÷ëåí, R(x) îñòàòîê
îò äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà P (x) íà χ(x). Ïóñòü L(x)�èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî-
÷ëåí äëÿ ôóíêöèè P (x) ñ ïðîñòûìè óçëàìè èíòåðïîëèðîâàíèÿ â òî÷êàõ λ1, . . . , λn.
Òîãäà L(x) = R(x).

Çàìå÷àíèå 3. Çäåñü áûëî áû óìåñòíî ïîñìîòðåòü çàäà÷ó 1 èç îáÿçàòåëüíîãî äî-
ìàøíåãî çàäàíèÿ ïî ëèíåéíîé àëãåáðå íîìåð 2.

1. Ìíîãî÷ëåí, îáíóëÿþùèé îïåðàòîð

Ëåììà 4. Ïóñòü â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå L ðàçìåðíîñòè n äåéñòâóåò ëèíåéíûé îïå-
ðàòîð A. Òîãäà íàéä¼òñÿ ìíîãî÷ëåí χ(x) ñòåïåíè íå âûøå n, òàêîé, ÷òî χ(A) = 0.
Çäåñü 0 îçíà÷àåò íóëåâîé îïåðàòîð I0, ò.å. òàêîé îïåðàòîð, êîòîðûé ïåðåâîäèò
ëþáîé âåêòîð ïðîñòðàíñòâà L â íîëü, ∀x ∈ L : I0(x) = 0.

Çàìå÷àíèå 5. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé ëåììû äà¼ò, íàïðèìåð, òåîðåìà Ãàìèëüòîíà�
Êýëè (ñì. íèæå), íî å¼ íåñëîæíî äîêàçàòü è íåïîñðåäñòâåííî, èñïîëüçóÿ ìàò-
ðè÷íóþ çàïèñü îïåðàòîðà. Ìû äîêàæåì åå òîëüêî â äâóõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ,
äåìîíñòðèðóþùèõ, êàê ëèíåéíûé îïåðàòîð äåéñòâóåò íà êîíå÷íîìåðíîì ïðî-
ñòðàíñòâå.

A4�4* Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ â ñëó÷àå îáùåãî ïîëîæåíèÿ.
à) Ðàññìîòðèì êàêîé-íèáóäü íåíóëåâîé âåêòîð v ∈ L. Äîêàæèòå, ÷òî íàáîð âåê-
òîðîâ v,Av,A2v, . . . , Anv, ãäå n = dimL íå ìîæåò áûòü ëèíåéíî íåçàâèñèìûì.
á) Ïóñòü íàáîð âåêòîðîâ v, Av,A2v, . . . , An−1v ëèíåéíî íåçàâèñèì. Äîêàæèòå,
÷òî òîãäà îí ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì ïðîñòðàíñòâà L.
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â) Ïóñòü v, Av,A2v, . . . , An−1v ëèíåéíî íåçàâèñèìûé íàáîð. Òîãäà ïî äîêàçàí-
íîìó âûøå ñóùåñòâóåò ïðåäñòàâëåíèå

Anv = an−1A
n−1v + an−2A

n−2v + . . .+ a1Av + a0v.

Ïóñòü

P (x) = xn − an−1xn−1 − an−2xn−2v − . . .− a1x− a0x.
Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî âåêòîðà w èç íàáîðà v, Av,A2v, . . . , An−1v âûïîëíÿ-
åòñÿ P (A)w = 0.
ã) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ìíîãî÷ëåíà

P (x) = xn − an−1xn−1 − an−2xn−2v − . . .− a1x− a0x

âûïîëíÿåòñÿ ñâîéñòâî P (A) = 0.
Óêàçàíèå: Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîé âåêòîð w ∈ L îïåðàòîð P (A) ïåðåâîäèò â òî÷êó
0. Äëÿ ýòîãî ðàçëîæèòå âåêòîð w ïî áàçèñó v,Av,A2v, . . . , An−1v.

A4�5* Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ â ðåäêîì ÷àñòíîì ñëó÷àå.
à) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ëþáîé âåêòîð ïðîñòðàíñòâà L ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì
âåêòîðîì îïåðàòîðà A, òî A = λE, ãäå λ�íåêîòîðîå ÷èñëî, E � òîæäåñòâåííûé
îïåðàòîð.
á) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè A = λE, òî óòâåðæäåíèå âûïîëíÿåòñÿ.

2. Íà÷í¼ì ñ ìàòðèö

Òåîðåìà 6. Ãàìèëüòîíà�Êýëè. (áåç äîêàçàòåëüñòâà). Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî-
÷ëåí χ(A) = det(A − λE) ìàòðèöû A îáíóëÿåò ìàòðèöó A, ò.å. χ(A) = 0, ãäå 0
â ýòîì ñëó÷àå � íóëåâàÿ ìàòðèöà òîãî æå ðàçìåðà, ÷òî è A.

A4�6 Ïðîâåðüòå óòâåðæäåíèå òåîðåìû Ãàìèëüòîíà�Êýëè äëÿ ìàòðèö
à) A = 6 ìàòðèöà ïîðÿäêà 1;

á) A =

(
6 0
0 6

)
;

â) A =

(
6 −2
1 3

)
;

ã) A =

(
6 1
0 6

)
.

A4�7 Ïóñòü P (x)�íåêîòîðûé ìíîãî÷ëåí, χ(x)� õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí
ìàòðèöû A, R(x) îñòàòîê îò äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà P (x) íà χ(x). Òîãäà P (A) =
R(A).

A4�8 Ïóñòü õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí χ(x) ìàòðèöû A ïîðÿäêà n èìååò n
ðàçëè÷íûõ êîðíåé λ1, . . . , λn. Ïóñòü P (x)�íåêîòîðûé ìíîãî÷ëåí, R(x) îñòàòîê
îò äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà P (x) íà χ(x). Äîêàæèòå, ÷òî:
à) P (λi) = R(λi) äëÿ âñåõ 1 6 i 6 n.
á) Ñóùåñòâóåò âñåãî îäèí ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè íèæå n, çíà÷åíèÿ êîòîðîãî â òî÷-
êàõ λ1, . . . , λn ñîâïàäàþò ñî çíà÷åíèÿìè ìíîãî÷ëåíà P (x). Ýòîò ìíîãî÷ëåí �
R(x).
â) P (A) = R(A).
ã) Ïóñòü L(x)�èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí äëÿ ôóíêöèè P (x) ñ ïðîñòûìè
óçëàìè èíòåðïîëèðîâàíèÿ â òî÷êàõ λ1, . . . , λn. Òîãäà P (A) = L(A).
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A4�9 Ïóñòü äàíà ìàòðèöà A =

(
2 3
1 4

)
. Íàéä¼ì ìàòðèöó An ñëåäóþùèì ñïîñîáîì:

à) Íàéä¼ì õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí χ(x) ìàòðèöû A, åãî êîðíè λ1, λ2.
á) Íàéä¼ì çíà÷åíèÿ èíòåðåñóþùåãî íàñ ìíîãî÷ëåíà P (x) = xn â òî÷êàõ λ1, λ2.
â) Íàéä¼ì ìíîãî÷ëåí ïåðâîé ñòåïåíè R(x), ïðèíèìàþùèé òàêèå æå çíà÷åíèÿ â
òî÷êàõ λ1, λ2.
ã) An = R(A).
ä) Íàéäèòå An îáû÷íûì ñïîñîáîì, ïðîâåðüòå, ÷òî îòâåòû ñîâïàäàþò.

A4�10 Ïóñòü äàíà ìàòðèöà A =

 2 2 −2
−3 −8 7
−4 −12 10

. Íàéä¼ì ìàòðèöó An ñëåäóþùèì

ñïîñîáîì:
à) Íàéä¼ì õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí χ(x) ìàòðèöû A, åãî êîðíè λ1, λ2,
λ3.
á) Íàéä¼ì çíà÷åíèÿ èíòåðåñóþùåãî íàñ ìíîãî÷ëåíà P (x) = xn â òî÷êàõ λ1, λ2,
λ3.
â) Íàéä¼ì ìíîãî÷ëåí ïåðâîé ñòåïåíè R(x), ïðèíèìàþùèé òàêèå æå çíà÷åíèÿ â
òî÷êàõ λ1, λ2, λ3.
ã) An = R(A).
ä) Íàéäèòå An îáû÷íûì ñïîñîáîì, ïðîâåðüòå, ÷òî îòâåòû ñîâïàäàþò.

3. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè: îïåðàòîð ñäâèãà

Îïðåäåëåíèå 7. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an}, óäîâëåòâîðÿþùóþ ðåêóð-
ðåíòíîìó ñîîòíîøåíèþ

an = c1an−1 + · · ·+ ck−1an−k+1 + ckan−k.

Óðàâíåíèå

λk = c1λ
k−1 + · · ·+ ck−1λ+ ck

íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì óðàâíåíèåì ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ, ìíî-
ãî÷ëåí

χ(x) = xk − c1xk−1 − . . .− ck−1x− ck
íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì ýòîãî ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøå-
íèÿ.

A4�11 Äîêàæèòå, ÷òî ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ an = aλn óäîâëåòâîðÿåò ðåêóð-
ðåíòíîìó ñîîòíîøåíèþ

an = c1an−1 + . . .+ ck−1an−k+1 + ckan−k

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà λ óäîâëåòâîðÿåò õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó óðàâíåíèþ

λk = c1λ
k−1 + . . .+ ck−1λ+ ck.

A4�12 Äîêàæèòå, ÷òî îïåðàòîð ñäâèãà T (ñì. îïðåäåëåíèå 3 èç ëèñòêà A3) íà
ïðîñòðàíñòâå L ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, óäîâëåòâîðÿþùèõ ðåêóððåíòíîìó ñîîò-
íîøåíèþ

an = c1an−1 + . . .+ ck−1an−k+1 + ckan−k,

îáíóëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ. Èíûìè ñëî-
âàìè (T k− c1T k−1− . . .− ck−1T − ck)({an}) = {0}, ãäå {0}�ïîñëåäîâàòåëüíîñòü,
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ñîñòîÿùàÿ èç 0 (òî÷êà 0 ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà L), {an}�ëþáàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñîîòíîøåíèþ

an = c1an−1 + . . .+ ck−1an−k+1 + ckan−k.

Îïðåäåëåíèå 8. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ω(x) îòîáðàæåíèå, ñòàâÿùåå â ñîîòâåòñòâèå áåñ-
êîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè åå ïåðâûé ýëåìåíò Ω({an}) = a1.

A4�13 Äîêàæèòå, ÷òî Ω(x)�ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë.

A4�14 Ïóñòü P (x) = xn. Âûðàçèòå ÷åðåç ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an} ïåðâûé
÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè P (T )({an}). Íàéäèòå Ω(P (T )({an})). Ýòà çàäà÷à ïî-

êàçûâàåò, çà÷åì íàì èçó÷àòü îïåðàòîð ñäâèãà íà ïðîñòðàíñòâå áåñêîíå÷íûõ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

A4�15 Ïóñòü õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí χ(x) ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ

an = c1an−1 + . . .+ ck−1an−k+1 + ckan−k

èìååò k ðàçëè÷íûõ êîðíåé λ1, . . . , λk. Ïóñòü P (x)�íåêîòîðûé ìíîãî÷ëåí,R(x)�
îñòàòîê îò äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà P (x) íà χ(x). Äîêàæèòå, ÷òî:
à) P (λi) = R(λi) äëÿ âñåõ 1 6 i 6 n.
á) Ñóùåñòâóåò âñåãî îäèí ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè íèæå n, çíà÷åíèÿ êîòîðîãî â òî÷-
êàõ λ1, . . . , λn ñîâïàäàþò ñî çíà÷åíèÿìè ìíîãî÷ëåíà P (x). Ýòîò ìíîãî÷ëåí �
R(x).
â) P (T )({an}) = R(T )({an}) äëÿ ëþáîé áåñêîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, óäî-
âëåòâîðÿþùåé ðåêóððåíòíîìó ñîîòíîøåíèþ

an = c1an−1 + . . .+ ck−1an−k+1 + ckan−k.

ã) Ïóñòü L(x)�èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí äëÿ ôóíêöèè P (x) ñ ïðîñòûìè
óçëàìè èíòåðïîëèðîâàíèÿ â òî÷êàõ λ1, . . . , λk. Òîãäà P (T ) = L(T ).
ä) Ïóñòü L(x)�èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí äëÿ ôóíêöèè P (x) ñ ïðîñòûìè
óçëàìè èíòåðïîëèðîâàíèÿ â òî÷êàõ λ1, . . . , λk. Òîãäà Ω(P (T )) = Ω(L(T )).

A4�16 Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} çàäàíà ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèåì an =
5an−1 − 6an−2, a1 = 2, a2 = 1. Íàéä¼ì ôîðìóëó äëÿ an ñëåäóþùèì ñïîñîáîì:
à) Íàéä¼ì õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí χ(x) ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ
an = 5an−1 − 6an−2, åãî êîðíè λ1 è λ2.
á) Íàéä¼ì çíà÷åíèÿ èíòåðåñóþùåãî íàñ ìíîãî÷ëåíà P (x) = xn−1 â òî÷êàõ λ1 è
λ2.
â) Íàéä¼ì ìíîãî÷ëåí ïåðâîé ñòåïåíè R(x), ïðèíèìàþùèé òàêèå æå çíà÷åíèÿ â
òî÷êàõ λ1 è λ2.
ã) Ω(P (T )({an})) = Ω(R(T )({an})). Ñðàâíèòå ñ îòâåòîì â çàäà÷å 8 äîïîëíèòåëü-
íîãî ëèñòî÷êà A1.

A4�17 Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} çàäàíà ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèåì an =
4an−1−an−2−6an−3, a1 = 0, a2 = 5, a3 = 18. Íàéä¼ì ôîðìóëó äëÿ an ñëåäóþùèì
ñïîñîáîì:
à) Íàéä¼ì õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí χ(x) ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ
an = 4an−1 − an−2 − 6an−3, åãî êîðíè λ1, λ2, λ3.
á) Íàéä¼ì çíà÷åíèÿ èíòåðåñóþùåãî íàñ ìíîãî÷ëåíà P (x) = xn−1 â òî÷êàõ λ1,
λ2, λ3.
â) Íàéä¼ì ìíîãî÷ëåí âòîðîé ñòåïåíè R(x), ïðèíèìàþùèé òàêèå æå çíà÷åíèÿ â
òî÷êàõ λ1, λ2, λ3.
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ã) Ω(P (T )({an})) = Ω(R(T )({an})). Ñðàâíèòå ñ îòâåòîì â çàäà÷å 9b äîïîëíè-
òåëüíîãî ëèñòî÷êà A1.

A4�18 Îïèñàííûì âûøå ñïîñîáîì íàéäèòå ôîðìóëó äëÿ an, ãäå an = 2an−1−10an−2,
a1 = 1, a2 = 3. Ñðàâíèòå îòâåò ñ îòâåòîì çàäà÷è 9ñ ëèñòî÷êà A1. Óäèâèòåñü âîç-
íèêíîâåíèþ è çàãàäî÷íîìó èñ÷åçíîâåíèþ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë â ðåøåíèè ýòîé
çàäà÷è.


